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논 문 요 약

고등학교 학생들의 수열의 극한과

급수의 합에 대한 오개념과

오류분석에 관한 연구

노 수 진

한국교원대학교 대학원 수학교육전공

(지도교수 : 조 민 식 )

본 연구의 목적은 고등학생들의 수열의 극한과 급수의 합에 대한 오개념

과 수열의 극한과 급수의 합에 관한 문제 풀이 과정에서 나타나는 오류의 유

형을 조사하여 분석하고자 하였다.

이를 위하여 다음과 같은 세 개의 연구 문제를 설정하였다 :

1. 수열의 극한과 급수의 합의 정의에 대하여 학생들이 어떠한 오개념을 가

지고 있는가?

2. 수열의 극한과 급수의 합에 대한 문제 풀이 과정에서 학생들이 어떠한

오류유형을 나타내는가?
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본 연구를 수행하기 위하여 연구 대상자는 경기도 광명시에 소재하고 있

는 여자 고등학교 일 개교 2학년 2개반 100명을 선정하였다.

검사 도구는 본 연구자가 고등학교 교과서의 난이도 수준을 고려하여 개발

하였다. 검사지는 14개의 문항으로 구성하였으며, 검사지의 13번과 14번 문항

을 통해서 수열과 급수의 합에 관한 오개념을 조사하였고, 1번∼12번 문항에

대한 풀이 과정을 통하여 수열과 급수의 합에 관한 오류를 여섯 가지 모형(오

용된 자료, 잘못 해석된 언어, 곡해된 정리나 정의, 기술적 오류, 풀이과정의

생략, 오류의 애매모호성)로 분류하였으며, 각 문항에 대한 정답과 오답 및 무

응답율을 백분율로 나타내었다.

본 연구로부터 다음과 같은 결과를 얻을 수 있었다 :

첫째, 수열의 극한에 대한 정의를 정확히 알고 있는 학생은 전체의 11%에

불과하며, 24%의 학생들은 정의와 다른 오개념을 가지고 있었고, 65%의 학생

들은 답을 하지 않은 것으로 분석되었다.

둘째, 급수의 합에 대한 정의를 정확히 알고 있는 학생은 전체의 4%에 불

과하며, 7%의 학생들은 정의와 다른 오개념을 가지고 있었고, 89%의 학생들

은 답을 하지 않은 것으로 분석되었다.

셋째, 수열의 극한에 대한 문제풀이에서 나타난 오류는 곡해된 정리나 정의

(28%), 오용된 자료(24.3%), 풀이과정의 생략(15.8%), 잘못 해석된 언어 및 오

류의 애매모호성(각각 10.9%), 기술적 오류(9.7%)로 나타났다.

넷째, 급수의 합에 대한 문제풀이에서 나타난 오류는 잘못 해석된 언어

(47.8%), 풀이과정의 생략(21.4%), 기술적 오류(15.5%), 곡해된 정리 나 정의

(9.6%), 오류의 애매모호성(4.2%), 오용된 자료(1.2%)로 나타났다.

다섯째, 학생들이 문제풀이 과정에서 발생시키는 오류를 치료하였는데, 수

열의 극한과 급수의 합을 별도의 개념으로 생각하고 있었고, 극한에 대한 개

념이 정확치 않아서 문제에서 많은 오류가 발생되었고 인터뷰과정에서 대부

분의 오개념과 오류를 치료할 수 있었다.
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본 연구의 결론은 다음과 같다 :

첫째, 대부분의 학생들이 수열의 극한과 급수의 합에 대하여 정확하게 이해

하지 못했다. 극한의 교수 과정에서 극한의 정의와 개념에 대한 지도를 더 강

조하고 극한의 다양한 예들을 제시하는 것이 필요하고, 수열의 극한과 급수의

합에 대한 개념이 별도의 개념이 아니라는 것도 강조하여 교수할 필요가 있

겠다.

둘째, 수열의 극한과 급수의 합에 대한 문제 풀이 과정에서 여섯 가지 오류

모형이 분류되었다. 분석 결과에서도 보았듯이 학생들이 많은 오류를 발생시

켰고, 특히 잘못 해석된 언어 및 곡해된 정리 및 정의의 비율이 높게 나타났

다. 이는 극한을 지도함에 있어서 각 개념의 정의와 수학적인 언어를 정확히

지도하고 다양한 예로서 학생들이 가지고 있는 오류를 치료하는데 도움을 줄

수 있을 것이다.

셋째, 학생들이 발생시킨 오류를 치료하는 과정에서 학생들이 수열의 극한

과 급수의 합에 대하여 별도의 개념으로 생각하고 있음을 발견할 수 있어서

이를 치료하였고, 앞에서도 언급했듯이 수학적인 언어를 바르게 해석하고 문

제를 해결하는데 많은 어려움이 있음을 알 수 있었다. 또한 같은 문제인데도

문제구조를 바꾸어 제시한 문제는 그것에 대한 응용력이 매우 약하였다. 이것

은 학생들이 개념이 정확하지 않은 상태에서 문제를 도식화해서 유형을 암기

하여 문제를 해결하는데서도 그 원인을 찾을 수 있었다.

따라서, 개념지도에 많은 시간이 주어져야 할 것이고, 정밀하게 서술된 교

과서가 필요할 것이다.

※ 본 논문은 2000년 2월 한국교원대학교 대학원 위원회에 제출된 교육학 석사 학위 논문임
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Ⅰ. 서 론

A. 연구의 필요성 및 목적

학교에서 수학을 가르치는 목적은 무엇인가라는 질문을 받을 때가 있다. 그

것에 대한 답을 구하기 위해서는 현행 수학과 교육목표를 살펴볼 필요가 있다.

수학과 교육목표를 보면 “수학의 기본적인 지식을 갖게 하고, 수학적으로 사고

하는 능력을 기르게 하며, 이를 활용하여 창의적으로 문제를 해결할 수 있게

한다”라고 되어있다. 이는 다음과 같은 네 가지 요소로 좀 더 상세히 분류될

것으로 생각된다.

첫째, 여러 가지 기본적인 계산능력을 포함한 문제해결 절차, 곧 알고리즘의

구사능력이라고 볼 수 있고, 둘째, 기본적인 수학적 개념, 원리, 법칙 및 그 관

련성의 이해력과 이에 수반되는 수학적인 용어, 기호, 그래프 등 수학적 표현의

구사력을 들 수 있으며, 셋째, 수학적인 추론 능력, 곧 추측하고 발견하는 능력

과 증명하는 능력이고, 넷째, 수학 내적인 문제의 해결 능력과 응용 문제의 해

결 능력이라고 볼 수 있다.

극한의 수학적 개념은 추상적 개념, 즉 높은 수준의 사고가 요구되는 개념이

다. 그것은 해석학 전반-근사이론, 연속성 및 미적분학의 기초-에 걸쳐 고루 영

향을 주는 중심 위치에 있다. 그러나 최근의 연구는 학생들 중에서 극한개념을

완전히 이해하는 학생들은 상대적으로 드물다는 것이 확인되었다

(Davis & Dinner, 1986 ; Sierp inska, 1987). 고등학교에서 극한에 대한 정의가

Cau chy의 ε,δ에 의한 정의가 아니고, 극한에 도달하는 과정을 중시하는 정의

이기 때문에 학생들은 형식적 정의(form al definition)와 다른, 학생 개개인의

극한 개념을 가지는 경우가 있다. 극한 개념은 극한이 실질적으로 경계인가, 극
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한이 역동적인 과정인가, 극한이 본질적으로 쉬지 않고 움직이고 있는 개념인

가 하는 논의 때문에 학생들은 혼란스로워 한다. 이런 학생들은 극한에 대한

형식적 정의를 이해하지 못한 채, 극한을 ‘이해했다‘고 믿는다.

많은 학생들은 극한에 대한 형식적 정의를 완전히 이해하지 못한 채, 그들은

극한 문제를 해결하고, 자신들의 문제 해결과정에서 장애가 발생하여 극한에

대하여 어려움을 느끼고 또한 오개념과 오류가 발생한다. 그러므로 우리는 극

한 단원 (수열의 극한과 급수의 합)을 중심으로 학생들의 오개념과 오류를 살

펴보고 이를 약정 방법 (Protocol m ethods)중의 한가지로써 임상인터뷰

(Clin ical Interview )를 통하여 치료함으로써 극한에 대한 교수 전략과 학생들의

수학 학습을 개선하는데 사용하고자 한다. Clayton(1990)은 유능하고 성공적인

교사가 되기 위해서는 학생들의 특성과 가르쳐야 할 수학적 구조를 알아야 할

뿐만 아니라 학생들의 오류를 진단하기 위한 전략을 알아야 한다고 말하고 있

다. 따라서 현장의 수학 교사들은 학생의 오개념과 오류를 연구할 필요가 있으

며, 그것은 다음과 같은 긍정적 효과를 가져온다고 말했다 : 첫째, 학생들의 오

개념과 오류를 파악하고, 각각의 오개념과 오류에 대하여 학생들에게 정확한

피드백을 제공할 수 있다. 둘째, 오류 유형은 종종 내재하는 수학적 개념의 잘

못된 이해, 문제 해결 전략의 부족이나 미성숙한 문제 풀이 전략을 드러나게

한다. 셋째, 오류에서 발견된 학생들의 사고 과정의 결함 발견은 교수 방법을

개선하는데 도움을 줄 수 있다.

따라서 본 연구는 미적분 학의 기초가 되는 극한에 대한 고등학생들의 오개

념과 문제 풀이 과정에서 나타나는 오류를 분석, 이를 치료하는 방법을 찾아봄

으로써 극한에 대한 교수 전략과 학생들의 수학 학습에 도움을 주고자 한다.
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B . 연구 문제

본 연구를 위하여 다음과 같은 연구 문제를 설정하였다.

1 . 수열의 극한과 급수의 합의 정의에 대하여 학생들이 어떠한 오개념을

가지고 있는가?

2 . 수열의 극한과 급수의 합에 대한 문제 풀이과정에서 학생들이 어떠한

오류 유형을 나타내는가?

C . 용어의 정의

1 . 오개념( Mis c o n c e p t io n )

오개념이란 학생들이 수학에서 사용하고 있는 개념과 그 의미를 다르게 이

해하거나 잘못 사용하는 개념이다.

본 연구에서는 수열의 극한과 급수의 합에 대해 교과서에 제시된 정의와 다

르게 이해하고 있는 개념을 오개념이라 한다.

2 . 오류( E r r o r )

오류의 의미를 국어 사전에서 찾아보면, ‘행동이나 사고가 그릇되어 이치에

어긋나는 일’, ‘바르지 못한 논리적 과정 및 그 결과로 생긴 추리나 판단’으로

기술하고 있다.

본 연구에서는 오류는 수열의 극한과 급수의 합에 관한 풀이 과정에서 나타

나는 수학적인 오류로써 다음의 네 가지 모형을 말한다.

첫째, 오용된 자료 : 주어진 자료를 수험자가 어떻게 다루느냐에서 발생하는

오류를 말한다.

둘째, 잘못 해석된 언어 : 상징적인 어떤 것을 다른 상징적인 것에 기술하는,
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수학적 진상의 잘못된 해석에서 오는 오류. 즉, 문제 내용에서 잘못 해석하는데

서 오는 오류를 말한다.

셋째, 곡해된 정리나 정의 : 특수하고 동일한 원칙, 규칙, 정리 또는 정의를

부적절하게 사용한 경우를 말한다.

넷째, 기술적 오류 : 계산상의 오류, 표로부터 자료를 잘못 끌어내는 오류, 기

초적인 대수 기호를 다루는데 있어서의 오류, 초등학교 또는 중등학교 수학에

서 습득된 알고리즘을 시행하는데 있어서의 오류 등을 말한다.

다섯째, 풀이과정의 생략 : 학생들이 문제를 푸는데 있어서 풀이과정을 생략

하고 답을 제시하였으나 그 답이 틀린 답을 제시할 경우이다.

여섯째, 오류의 애매모호성 : 학생들에 의해서 수행된 과정은 옳지만, 문제에

대한 해가 아닐 경우와 해석 불가능한 해를 포함할 경우이다.

D . 연구의 제한점

본 연구에서 제시된 연구 자료들은 광명시에 있는 여자고등학교에서 연구자

가 임의로 2학년 이과 2개 반을 선정하였으므로 특성이 다른 집단에 대해서는

연구 결과가 다르게 나타날 수도 있고, 오류 모형에 관한 분류에서 연구자에

따라서 오류 모형이 달라질 수도 있다. 그러므로 연구 결과를 일반화할 때는

주의를 요한다.
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E . 기대되는 효과

본 연구를 통해서 다음과 같은 효과를 예상할 수 있다.

첫째, 수열의 극한과 급수의 합 개념에 대하여 학생들의 오개념을 살펴봄으

로 해서 교수 학습 지도에 도움을 줄 수 있다.

둘째, 수열의 극한과 급수의 합에 대한 문제를 해결하는 과정에서 오류의 형

태를 분석하여 각각의 오류의 예방 및 지도에 도움을 줄 수 있다.
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Ⅱ. 문헌의 연구

A. 오류의 본질 및 기원

1 . 오류의 본질

학생이 수업에 임하게 될 때 백지 상태라기 보다는 일상 경험으로부터 얻은

관념, 개념, 사고 방법으로 가득차 있다. Strike(1983)는 학생의 개념 생태계라는

말로써 개념 배열을 묘사하였는데, 이러한 개념 생태계는 학생이 신뢰할 수 있

고, 합리적인 것을 발견하는데 영향을 주는 개념들로 구성되어 있다. 개념 생태

계 안에는 실제의 생활 경험과 상식적인 면을 통하여 세상을 보는 관점이 있

으므로 학생 개개인은 언어, 문화, 사람들에 의해 실생활에 대한 상식을 갖게

되고, 학교에서의 수업에 의하여 지식을 얻게 되는 두가지의 지식의 근원이 있

다고 한다.

New ell(1972)등은 오류가 과정적 지식의 형태를 가지고 있기 때문에 어떤 특

정 조건만 만족되면 오류가 무의식적이고 자동적으로 사용된다고 말하였으며,

And erson(1986)은 어릴 때부터 형성된 인과적 경험형태에 있어서 어떤 대상에

원인이 작용되면, 어떤 결과를 낳는다고 생각한다는 것이다. 즉 이미 형성된 인

과적 경험 형태 때문에 획득된 개념이 쉽게 바뀌지 않는다는 것이다.

Hashweh(1986)는 인간의 일반적 성향중의 하나는 자신의 이론적 신념에 잘

맞는 사례나 증거는 잘 받아들이고 위배될 때는 이를 무시하며, 두 가지가 동

시에 제시될 때는 자신의 이론적 신념에 맞는 것만을 선택한다는 것이다. 또한

변칙사례를 이론에 갈등이 되는 증거로 생각하기보다는 특별한 경우 또는 예

외적 현상으로 이해하여 자신의 이론을 유지한다는 것이다.
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Mcclosky(1983)는 자연 현상을 이론에 근거하지 않고 직접 해석하기 때문데

오류는 안전성이 있는데, 관찰 결과를 과도하게 일반화시키기도 한다는 것이

다. 즉 자신의 이론으로 자연현상을 이해하는데 아무런 모순이 없고 오히려 다

른 이론 보다 더 잘 맞기 때문에 자신이 가지고 있는 오류에 대하여 모순을

느끼지 않거나 편안함을 느끼므로 오류가 지속성이 있다는 것이다.

2 . 오류의 기원

오류의 기원은 학습자 자신의 내적 요인 즉 심리적 요인과 학습 등과 같은

외적 요인으로 구분하여 살펴 볼 수 있다.

a) 내적 요인

가르치고자 하는 내용과 관련성이 있는 요소로 학생의 지식 체계가 학습에

지대한 영향을 끼치는데, 이러한 지식체계인 인지구조는 개개인의 지각적 경험

의 표상인 개념들이 위계 적으로 조직된 체계를 의미한다. 환경에서 오는 정보

는 복잡한 인지의 과정을 거쳐 의미를 구축하게 되고, 이 때 인지의 과정에서

는 감각 또는 지각, 기억, 상상, 판단 또는 추리 등의 사고 과정을 거치게 된

다. 학생이 새로운 내용을 해석할 때는 그 내용과 관련된 자신의 인지적 구조

에 의존하게 되는데, 그 구조가 수학적 구조와 다를 경우 그 내용은 인지적 구

조에 따라 잘못 해석되고 그 개념 구조에 맞추기 위해 왜곡시키게 된다.

Driver(1985)는 아동의 개념에 대한 일반적인 모습으로, 문제 상황에 직면했

을 때 관찰 가능한 특징에 기초하여 사고하는 지각 편향적 사고를 구성하고,

수학자들이 사용하는 의미보다 훨씬 더 광범위하고 여러 가지 의미를 동시에

담고 있는 분화되지 않는 개념, 변화 상황을 단순한 원인과 결과의 연속으로

설명하는 단순한 인과적 사고가 있다고 하였다.
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b) 외적 요인

구성주의자들은 아동이 어릴 때부터 환경에 대해 개인적인 이론 또는 지식

을 구성한다는 것이다. 아동은 사회적 환경, 학교 환경과 상호 작용을 하게 된

다.

첫째, 사회적 환경은 가족 동료 등의 아동 주위의 사람과 대중 매체로 구성

되는데, 언어를 통하여 사회 환경과 접하게 된다. 언어는 말뿐만 아니라 몸짓,

만화, 그림, 말, 글씨 등이 포함된다. 일상적인 언어의 의미는 수학적

언어와 비교할 때 부정확하고, 분화가 덜 되고, 한정되어 있는 경우다 많은데

이러한 일상적인 언어에 의해서 아동 고유의 관념이 형성되기도 한다. 그러므

로 사회적 환경은 초기부터 오류를 발달시키는 요인이 된다.

둘째, 학교 환경은 교사, 교과서, 동료 동료로 구성되는데, 이러한 요소들은

학교가 아동의 정보의 근원이 되는 데 있어서 점점 더 중요한 역할을 하게 된

다. Law renz(1986)는 어떤 개념에 대해 개념 틀 속에 구체화시키지 않았거나,

이해하지 못해서 교사가 오류를 가지게 된다고 하였는데, 이러한 교사의 오류

가 전이된다는 것이다. 형식적 지식 전달의 역할을 하고 있는 교과서가 오류의

근원이 되기도 하는데, 교사와 학생 모두에게 영향을 주게 된다. 만일 개념에

대한 설명이 정확하게 되어 있지 않거나, 용어의 진술이 잘못되어 있고, 문장의

문법이 잘못되어 있으면 오류가 유발 될 수도 있다.

3 . 문제해결에서의 오류의 모형

계산에서 오류 모형을 분석하는 과정(Ash lock, 1976 ; Brow n & Bu rton ,

1978)은 교사와 학생들에게 유익하다는 것이 증명되었다. 이러한 분석을 통하

여 교사들은 학생의 오류가 종종 체계적이라는 것을 인식하게 되었다. 계산 오

류 분석은 또한 학생들이 틀린 답에 도달하는데 사용하는 많은 다른 방법을

밝혀냈다. 교사가 오류형태를 인식함에 따라서 그들은 종종 계산적 오류를 일
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으키는 오개념을 고치기 위해 교수법을 수정할 수도 있다.

문제해결에서 오류형태에 대한 교사의 지식은 여러 가능한 결과를 갖는다.

첫째, 오류형태에 관한 교사의 지식은 오류의 원인에 대하여 학생들에게 정

확한 피드백을 제공한다. 둘째, 오류 유형은 종종 수학 개념의 기초적인 잘못된

이해, 문제 해결 전략의 부족, 그리고 교수 계획의 초점이 될 수 있는 미성숙한

문제 해결전략을 나타낸다(Sow d er, 1988).

Babbit(1990)의 논문은 5∼6학년 수학 교재의 문제들과 유사한 여러 가지 완

전 수를 사용하는 전통적인 1단계 문장제 문제들에 대한 오류 형태와 그것들

에 가능한 원인들을 설명했다. 오류 빈도의 확인은 4차 NAEP(Kouba,

Brown, Carpenter, Lindpu ist, Silver, & Sw afford , 1988)와 남 캘리포니아의

431명의 5∼6학년 학생들에 대한 문제 해결의 연구로 나온 것이다.

Babbit(1990)은 문제 해결 오류를 네 부류로 나누었다 : 계산 오류, 연산 오

류, 잡다한 오류, 시도하지 않은 오류. 더불어 학생들의 오류 분석을 위해서 학

생들의 인터뷰를 통한 더 많은 연구가 학생들의 풀이과정을 연구하기 위해 필

요하다(Lied tke, 1988)고 할 수 있을 것이다.

· 계산오류

가장 빈번한 문제 해결 오류는 계산에 있다(Kou ba et al., 1988 ; Muth , 1984

; Synd am & Ried esel, 1969). 예로써, 5∼6학년 학생들의 13∼18%가 문장제 문

제를 풀 때 요구되는 세자리 뺄셈에서 계산오류를 범했다(Babbit, 1986). 이것

은 7학년 학생들에는 15%이다(Kou ba et al., 1988). 5∼6학년 학생의 30%이상

이 세 자릿수 곱하기 두 자릿수와 네 자릿수 나누기 두 자릿수에서 계산 오

류를 범한다. Kouba et al.(1988)은 재분류를 요구하지 않은 문제에서 7학년 학

생의 23%가 여러 가지 곱셈 오류에 빠진다고 보고했다. 계산 오류는 여러 자

리수가 사용될 때, 문제 해결 실행에 중요한 영향을 끼친다.

·연산 오류

연산 오류는 문제 해결 오류의 두 번째 중요한 원인이다(Bell, Costello, &
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Ku chm an, 1983). 곱셈과 나눗셈 문장제 문장에 대해 5∼6학년의 오류의 거의

반이 연산의 부정확한 선택 때문이다. 5∼6학년은 네 가지 유형의 연산 오류를

범한다 : 역 연산, 단순 연산, 임의 선택, 그리고 미성숙한 전략의 사용.

학생들은 빈번히 역 연산을 사용한다. 그들은 더해야만 할 때 빼거나, 나누어

야 할 때 곱하는 오류를 범한다. 어떤 학생들은 문제에서 요구하는 것보다 더

단순한 연산을 선택한다. 곱셈을 위해서, 가장 빈번하게 사용되는 부정확한 연

산은 덧셈이다. 때때로 연산의 선택이 임의적으로 나타난다. 어떤 나눗셈 문제

에 대해서, 부정확한 연산은 덧셈, 뺄셈, 곱셈사이에 대등하게 분포한다. 학생들

이 중요 단어, 수의 크기 혹은 숫자의 개수에 기초한 연산을 선택하는 미성숙

한 전략이 많은 학생들에 의해서 사용되어 진다(Sowd er, 1988). 학생들은 두

수가 같은 자리수라면 더하거나 곱하려는 경향이 있다. 한 수가 다른 수보다

자리수가 더 크면, 그들은 나누려 한다. 많은 학생들은 문제를 해결하기 위해서

어떤 연산을 사용해야 하는 가를 결정하는데 어려움이 있다.

·잡다한 오류

학생들은 종종 정확한 연산을 선택하지만, 문장제 문제를 정확하게 해결하는

데 실패한다. 그러한 결함은 일반적으로 사용되어지는 정보에 있고, 도중에 그

것이 문제 계산을 시작할 때 사용되어진다. 이러한 잡다한 오류는 관계없는 정

보의 오류, 언어 순서의 오류와 다른 고유한 오류를 포함한다.

·관계없는 정보 오류 : 관계없는 정보의 사용은 공통적인 문제 해결 오류이

다. Kouba et al.(1988)은 3학년의 26%, 7학년의 16%가 세 수가 주어지지만 단

지 두 수만 필요한 덧셈 문제의 풀이에서 관계없는 정보를 사용한다고 보고했

다. 5∼6학년의 20%가 비슷한 문제의 풀이에서 관계없는 정보를 사용한다

(Babbit, 1986).

·언어 순서 오류 : 문장 언어의 순서가 오류에 영향을 준다. 학생들은 종종

제시된 수의 순서에 따라서 문제를 시작한다. 이것은 교환법칙이 성립하는 덧

셈과 곱셈을 계산하는 것처럼, 뺄셈과 나눗셈을 계산하는 과정에서 오류가 생
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긴다. 7%의 학생들이 이러한 오류를 범한다.

·고유한 오류 : 때때로 고유한 오류는 학생들의 해법에서 나타난다. 한 학생

의 5∼6학년 학생들은 다른 학교의 비슷한 학생들보다 많은 빈도로 나눗셈 문

제의 해로서 나머지를 사용했다. 재미있게도, 학생들이 그들의 해를 고안한 답

지에 옮기도록 요구하기 때문에 일어난다. 유일한 오류는 단지 학생들의 정교

함과 교육적인 불충분에 의해서 영향을 받는다.

·시도하지 않은 오류

초등학교 고학년 학생들은 대부분 완전수 문제를 해결하지만, 문제가 어려워

짐에 따라서 문제를 시도하지 않은 경우가 증가한다. Babbit(1990)는 자신의 연

구에서, 5∼6학년 학생들에 의해서 정확하게 틀린 문제들은 그들의 99%가 시

도했었다. 32%의 학생들만이 정확하게 풀었던 문제는 91%의 학생들에 의해서

시도하였다. 5∼6학년은 쓰여진 계산을 요구하는 대부분의 덧셈, 뺄셈문제를 시

도하였다. 몇 가지 시도하지 않음은 곱셈(1.4∼2.8%)에서 나타나지만 나눗셈은

학생들이 가장 기피하는 (2.6∼9.0%가 시도하지 않은)연사이다라고 보고하였다.

학생들의 인터뷰는 시도하지 않은 원인을 탐구하는 가장 좋은 수단을 제공

한다. 연구 방법은 문제를 읽는 학생의 능력, 복잡한 계산이나 연산의 불확실성

에 대한 회피, 문제를 푸는 시간의 부족을 포함한다. 시도하지 않은 오류의 원

인은 미래의 교육을 안내할 것이다. 낮은 수준의 학생들이 문장제 문제를 해결

할 때 계산기를 사용하도록 허락할 때, 시도하지 않음을 줄일 수 있다는 것을

보여주고 있다 (Babbit, 1986).

위에서 수학 문제 해결의 네 가지 중요한 오류를 설명하였다. 각각의 오류와

그것에 속하는 오류는 교사의 입장에서 특별한 교수 전략을 요구한다. 계산 오

류에서 학생들은 문제 상황은 이해하지만 계산을 실행하는데 도움이 필요함을

보여주고 있다. 반면에 연산 오류는 문제 상황의 이해 부족을 반영한다. 학생들

은 각각의 연산이 언제, 어떻게 사용되어질 수 있는가에 대한 교육이 필요하

다. 미성숙한 전략의 사용은 일반적으로 학생들이 수학적인 개념을 참고하지
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않고 문제를 해결하고 있다는 것을 의미한다. 학생들은 문제를 이해하는 것보

다는 해를 얻는 것이 중요하다고 인식한다. 그러므로 교사들은 해를 얻는 것보

다도 바람직한 전략을 생각해내고 실행할 수 있도록 교수의 초점을 둘 필요가

있다. 잡다한 오류에서, 교사들은 기대되는 순서와 예상되지 않은 순서를 섞어

놓은 다양한 문제를 제시하고, 문제 해결을 위해서 무엇을 결정하고, 어떠한 자

료를 선택할 것인가를 강조하는 교수 전략이 필요하다. 시도하지 않은 오류는

학생들이 시도하지 않은 다양한 원인을 파악할 것이 요구되어진다. 그러므로

문제 해결 오류 분석은 교수와 학생의 학습을 개선시키기 위해서 사용되어질

수 있을 것이다.

B . 약정 방법( Pr o t o c o l m e t h o d s )

1 . 큰 소리로 말하기 방법( Ta lk in g a lo u d m e t h o d )

큰 소리로 말하기 방법의 절차에서, 절차는 주로 학생의 말과 연구자의 적은

질문 및 지시로써 구성된다. 때로는 행동적 관찰을 하기고 한다. 이 약정

(Protocol)은 말과 그리고 이와 관련된 행동을 보존한다.

큰 소리로 말하기 방법을 사용하는 연구자의 목적은 지능적인 어른들이 문제

해결에 사용하는 복잡한 현상을 구성하는 종합적인 활동을 이끌어내고 묘사하

는 것과, 그리고 어른의 문제해결의 저변에 깔린 내적 처리 방법과 인지과정을

알아내는데 있다. 이들 두 개의 목적은 연구 대상자가 쉽지도 어렵지도 않은

문제를 해결하고, 조사자의 간섭이 최소한인 상황을로부터 자료를 수집함으로

써 가장 잘 성취될 수 있다고 주장되어 왔다.
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2 . 임상 인터뷰( C lin ic a l In t e r v ie w )

인터뷰는 연구자의 반응에 따라서 질문이 달라질 수 있는 유연한 태도로 문

제와 질문을 제시한다.

피아제는 인지 개발의 연구에 중점을 둔 세 가지 목적을 달성하기 위하여

임상 인터뷰 방법을 개발하였다.

① 인지적 활동을 이끌어 냄

② 자연의 명시와 인지과정의 구조 파악

③ 어린이의 인지적 능력 수준의 평가

인지적 개발에 대한 연구의 궁극적 목적중,

첫째는 여러 상황 아래에서 어린이에 의하여 사용된 인지적 활동을 이끌어

내는데 있으며, 하나의 반응을 측정하는 것보다는 복잡한 순차적 사고를 연결

하는 인식을 측정하는 것이 보다 더 적당하다.

두번째, 목적은 인지과정의 본질과 구조의 명시를 조합한다. 일단 관련된 인

지 활동이 유도되면, 이들의 저변에 깔린 인지적 과정들이 자세히 조사 되어져

야 하고 가능한 정확하게 묘사되어져야 한다. 피아제는 이러한 과정들을 지능

의 “구조”라는 용어로 묘사하는데. 지능의 “구조”한 넓은 영역의 과업을 수행

하는데 있어서 저변에 깔려 있으리라고 생각되는 일반적 정신능력이다. 지능

활동의 유도와 인지과정의 명시등은 여러수준의 명시에 작동한다. 연구의 첫

단계에서, 우리는 낮은 수준의 명시를 갖고 있고 연구자는 관련 현상의 초보적

징조와 그들 저변에 깔린 인지과정의 초보적 징조를 구하기 원한다. 임상 인터

뷰는 예상 못한 결과를 자연스럽게 관찰하는 것을 가능하게 하고 그들의 뜻을

유연하게 탐색하는 것이 가능하도록 디자인 되어야 한다. 그래야만 발견의 목

적을 충족시킬 수 있다. 좀더 정확한 수준의 연구에서, 연구자는 더욱 흥미있는

경험적 자료를 얻기 위하여 그리고 인지과정의 정확한 묘사를 개발하기 위하

여 발견의 단계를 넘어가려고 원한다.
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세 번째 목적은 인지적 능력의 평가이다. 피아제의 정리는 저변의 능력을 설

정하는데 목표를 두었지 특정의 성능(특정경우에 대한 어린이의 보통의 행동)

을 다루지 않았다. 능력연구는 세 영역에 초점을 맞춘다(주관적 동일, 반응의

진지성, 그리고 반응의 강도) 연구자는 ① 어린이가 질문을 의도한대로 이해하

고 있는지 아닌지, ② 어린이가 과업을 진지하게 받아 들이는지,③ 어린이의 반

응이 확고한지 아닌지를 결정하여야 한다.

3 . 혼합 방법

① 큰 소리로 말하기 방법과 임상 인터뷰 방법의 혼합

간단한 큰 소리로 말하기 방법의 변형으로 연구자가 가끔 참견하는 것을 들

수 있다.

② 큰 소리로 말하기 방법과 개정된 임상 인터뷰 절차의 혼합

이 방법은 인터뷰의 문제를 제시하고, 연구 대상자 보이는 반응, 말로하기,

속삭임, 그리고 쓰여진 해 등을 분석한다. 연구자가 말로하길 유도하지 않아도

됨으로 전형적인 큰 소리로 말하기 방법은 아니다. 문제해결의 즉각적 모델을

만들기 위하여 큰 소리로 말하기 방법을 사용하였고, 이 모델에 의하여 얻는

가정을 체크하기 위하여 일종의 임상 인터뷰 방법을 사용한다.
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Ⅲ. 연구 방법 및 절차

A. 연구 대상

본 연구를 수행하기 위해서 경기도 광명시의 여자 고등 학교 중에서 연구자

가 임의로 2학년 12학급 중에서 2개 반(이과) 101명의 학생을 대상으로 한다.

학생들은 경제 문화적 수준이 중위권이고 학력 수준은 중위권(모의고사 성적

기준)에 있으며, 극한 단원을 학습한 학생들이다.

B . 검사도구

1 . 문항의 개발

본 연구에서 사용한 검사 도구는 본 연구자가 현장 교사들과 협의하고 검토

한 후에 전문가에게 타당성을 검증 받았다. 검사지는 수열의 극한과 급수의 합

에 대한 오개념과 오류를 검사하기 위하여 현행 고등학교 교과서에서 문제를

참고로 하여 만들어졌다. 검사지의 개발 과정에서 문항의 수, 문항의 난이도,

검사 실시 시간의 적절성 등을 알아보기 위하여, 1차 예비 검사를, 검사 대상

학생들과 학력 수준이 비슷한 S시의 남자 고등 학교에서 수학 교사의 협조 아

래 실시하였다. 이 검사지는 10개의 문항으로 구성되어 있으며, 문항의 내용에

따른 특성을 고려하여 여섯 종류로 나눌 수 있다 : (1) 극한의 기본 성질, (2)

무한수열의 극한의 수렴 ·발산, (3) 무한급수의 수렴 ·발산,

(4) 무한등비수열의 극한의 수렴 ·발산, (5) 무한등비급수의 수렴 ·발산, (6)

수열의 극한 및 무한급수의 합의 정의.
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(1)을 통하여 극한의 기본 성질을 이용하여 극한에 대한 기본 개념에 대하여

알고 있는가를 조사하고 (2)를 통하여 무한수열의 극한의 수렴 ·발산을 조사

하고, (3)을 통하여 무한급수의 수렴 ·발산을 조사하고 더불어 극한에서 사용

되어지는 기호를 구분하여 알고 있는가를 조사하며, (4)를 통하여 무한등비수열

의 극한의 수렴하기 위한 조건을 알고 있는가를 조사하고, (5)를 통하여 무한등

비급수가 수렴하기 위한 조건을 알고 있는가를 조사하고, (6)을 통하여 수열의

극한, 무한급수의 합에 대한 형식적 정의를 알고 있는지를 조사했다.

<표Ⅲ-1> 문항의 특성

문 항 번 호 문 제 내 용 비 고

1. 극한의 기본 성질

2. 극한의 기본 성질

3. 극한의 기본 성질

4. 극한의 기본 성질

5. 수열의 극한

6. 무한급수의 수렴·발산

7. 무한급수의 수렴·발산

8. 수열의 극한

9. 무한급수의 수렴·발산

10. 무한급수의 수렴·발산

11.
무한등비수열의 극한의

수렴·발산

12. 무한등비급수의 수렴·발산

13. 수열의 극한의 정의

14. 무한급수의 합의 정의
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C . 검사 방법과 절차

1 . 예비 검사

예비 검사는 본 검사에서 사용한 검사 도구의 신뢰도 및 타당도를 확인하기

위해서 실시하였다. 즉 평가 문항에 응답하는데 소요되는 시간과 문항 수준의

적절성, 문항의 수 그리고 응답율 등을 알아보기 위하여 실시하였다.

예비 검사는 본 검사 대상들의 학력과 비슷한 (모의고사 수리탐구영역Ⅰ평균

점수) 경기도 S시에 있는 남자 고등학교 2개 반( 99 명)을 대상으로 1999년 6

월 8 일에 수학 교사의 협조아래 실시하였다. 예비 검사 결과 정답율이 80%

이상인 2개의 문제는 제외시켰다.

2 . 본 검사

예비 검사를 통하여 수정·보완된 본 검사지를 연구 대상으로 표집된 여자

고등학교 2학년 2개 반(101명)을 대상으로 실시하였다. 검사 자료의 신뢰성을

높이기 위하여 해당 교사와 다음과 같은 점을 논의하였다 :

a) 검사 전에 학생들에게 검사의 목적과 답안 작성요령 등에 대해서 자세히

설명한다. 답지는 별도로 마련하지 않고, 검사지에 바로 기입하도록 한다.

b) 검사에 소요되는 시간은 50분으로 한다.

c) 검사 실시 후 문제지는 모두 회수한다.

d ) 문제에 대해 질문하고자 할 경우에는 손을 들고 질문하도록 한다.

e) 학생 상호간에 영향을 끼치지 않도록 한다.

본 검사는 1999년 7 월 13일에 실시하였고, 투입된 자료는 100%수집되었다.
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D . 자료의 처리 및 분석

1 . 오개념에 대한 분석

오개념 분석은 학생들이 개념 검사지 10번 문항에 대해 직접 기술한 내용을

보고, a) 수열의 극한, b) 무한급수의 합의 정의에 대하여 학생들이 어떠한 오

개념을 가지고 있는지를 정답, 오답, 무응답의 비율을 백분율로 나타내어 분석

하였고, 오답 즉 오개념에 대한 예들을 제시하였다.

2 . 오류의 분석

오류 분석은 연구 대상자들이 검사지에 직접 기록한 풀이 과정을 보고 분석

하였다. 문항에 대하여 완전한 답을 제시했거나, 전혀 응답하지 않은 것 그리

고 같은 유형문제의 풀이 과정에서 반복된 오류는 첫 번째 오류만 분석하였고,

선행 오류에 기인하는 다음 단계의 오류는 고려하지 않았다. 100명의 학생들로

부터 311개의 오류를 뽑아내 분석하였다.

본 연구에서 오류의 모형은 Movshovitz-H ad ar, Orot, & Shlom o가 고등학교

수학 졸업 시험에서 범한 오류들을 참고로 하여 다음 여섯가지 모형으로 설정

하여 분석하였다 :

(1) 오용된 자료 (Misused Data)

(2) 잘못 해석된 언어 (Misinterp reted Language)

(3) 곡해된 정리나 정의 (Distorted theorem or d efition)

(4) 기술적 오류 (Technical errors)

(5) 풀이 과정의 생략 (Om isson of solving p rocess)

(6) 오류의 애매모호성 (Am biguity of error)
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3. 자료의 분석 방법

‘연구 문제 1’을 해결하기 위해서, 검사지에 나타난 학생들의 개념 정의가 교과

서에서 제시된 형식적 정의와 극한의 사칙연산 문제에 대하여 어떻게 반응하

는가를 알아보고 (1) 수열의 극한 (2) 무한급수의 합에 대하여 각각 정답, 오답,

무응답의 범주별로 학생들의 반응 빈도를 백분율을 써서 계산하였으며, 오개념

에 대한 예들을 제시하였다.

‘연구 문제 2’를 위해서, 학생들의 검사지에 나타난 오류들이 전체 오류에 대

한 각각의 모형의 범주를 백분율로 나타냈으며, 각 문항에 따라서 그 문항의

정답율, 모형에 따른 오류의 개수를 제시하였으며, 해당 문항의 오류의 개수에

대한 각 오류 모형의 반응 빈도를 백분율로 나타내었다.

‘ 연구문제 3’을 위해서 학생들이 작성한 검사지를 근간으로 인터뷰를 통한

언어 약정(Verval protocol)에 의해서 학생들의 오류를 치료하고 치료과정을 기

술하였다.

연구문제를 위해서 학생들에게 “인터뷰 자료”를 근간으로 하여 모든 인터

뷰를 안내하였다. 인터뷰 방법은 문헌 연구에서 제시된 “혼합 방법”을 사용하

였다. 모든 학생은 개인적으로 인터뷰를 하였고 인터뷰시간은 정과 시간 후로

정하였다. 학생들이 자주 오류를 행하였던 문제의 기술내용을 참고로 하여 오

류의 발생 원인과 오개념을 치료하는 과정을 고성능 카셋트를 사용하여 인터

뷰했고 그 치료과정을 서술하고 오류의 발생 시점을 발견해서 그것을 학생 스

스로 개념을 이해하여서 문제를 해결함하도록 하였고 더 이상의 반복되는 오

류가 발생되지 않도록 치료하였다.
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Ⅳ. 결과 및 논의

A. 오류 모형의 설정

오류 모형은 학생들이 문제 풀이 과정에서 범하는 오류를 분류해보고,

그에 맞는 명칭을 붙이는 것으로서 다음과 같은 면에서 긍정적인 역할을

한다 : 적절한 오류 분석은 학생들에게 오류의 원인에 대한 정확한 피드백을

제공해 줄 수 있다. 오류 모형에 대한 교사의 지식은 학생들의 수학 개념의 잘

못된 이해, 문제 해결 전략의 부족을 이해하여 이러한 오류의 치료 및 예방을

위한 교수 계획을 세우는데 기초가 될 수 있다.

본 연구에서는 여섯 개의 모형을 설정하였으며, 각 모형에 대한 예들을 학생

들의 검사지를 이용하여 다음과 같이 제시하였다.

1 . 오용된 자료

이 모형은 주어진 자료를 수험자가 어떻게 다루느냐에서 발생하는 오류

2 . 잘못 해석된 언어

이 모형의 오류는 상징적인 어떤 것을 다른 상징적인 것에 기술하는, 수

학적 진상의 잘못된 해석에서 오는 오류. 즉, 문제 내용을 잘못 해석하는 데

서 오는 오류

3 . 곡해된 정리나 정의

이 모형의 오류는 특수하고 동일한 원칙, 규칙, 정리 또는 정의를 부적절

하게 사용한 오류
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4 . 기술적 오류

이 모형의 오류는 계산상의 오류, 표로부터 자료를 잘못 끌어내는 오류,

기초적인 대수 기호를 다루는데 있어서의 오류, 초등학교 또는 중등 수학

에서 습득된 알고리즘을 시행하는데 있어서의 오류 등이 이 경우이다.

5 . 풀이과정의 생략

이 모형의 오류는 학생들이 문제를 푸는데 있어서 풀이과정을 생략하고

답을 제하였으나 그 답이 틀린 답을 제시할 경우이다.

6 . 오류의 애매모호성

이 모형의 오류는 학생들에 의해서 수행된 과정은 옳지만, 문제에 대한 해가

아닐 경우와 해석 불가능한 해를 포함하며, 다음과 같이 세분하였다

B . 결과 및 논의

1 . 연구문제 1 : 수열의 극한과 급수의 합의 정의에 대하여 학생들이 어떠

한 오개념을 가지고 있는가?

연구문제 1에서는 연구의 결과를 두 부분으로 나누어 제시하고자 한다.

( 1 ) 문항 1 3 : 수열의 극한의 정의에 대한 결과

이 문항은 학생들이 수열의 극한에 대한 정의를 얼마나 알고 있는가를 알아

보고, 검사지를 통해서 학생들이 수열의 극한에 대한 오개념을 알아보고자 한

다.

- 30 -



<표 Ⅳ- 1 수열의 극한에 대한 빈도표>

<표 Ⅳ-1>에서 보는 바와 같이 , 수열의 극한에 대한 학생들의 정답율은

11%, 오답율 24%, 무응답율 65%로 89%의 학생들이 수열의 극한에 대한 정의

를 정확히 알지 못하고 있는 것으로 나타났다.

· 수열의 극한을 계산함에 따라 가장 가까이 접근하는 값

· 수열의 극한의 항이 무한대로 나가는 것

· 마지막에 오는 값

· 0은 아니지만 0에 가장 가까운 수

· 어떤 수가 무한히 커질 때 한계에 이르는 값

· 수들이 계속해서 커지거나, 작아져서 어떠한 수에 가까워지지만 결코

같아질 수 없는 것

인원(명) 정답 ( % ) 오답 ( % ) 무응답 ( % )

1 0 0 1 1 2 4 6 5
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( 2 ) 문항 1 4 : 무한급수의 합의 정의에 대한 결과

이 문항은 학생들이 무한급수의 합에 대한 정의를 얼마나 알고 있는지를 알

아보고, 검사지를 통해서 학생들이 무한급수의 합에 대한 오개념을 알아보고자

한다.

<표 Ⅳ- 2 > 무한급수의 합에 대한 빈도표

<표 Ⅳ-2>에서 보는 바와 같이, 학생들이 무한급수의 합에 대한 정답율은

11%, 오답율10%, 무응답율은 79%로 89% 학생들이 무한급수의 합에 대한 정의

를 정확히 알지 못하고 있는 것으로 나타났다.

· 무한히 커질 때 수렴하는 값

· 어떤 일정한 규칙에 따라 무한히 나가는 제일 가까운 범위

· 한없이 어떤 값에 가까워질 때의 값

· 모든 항을 더한 값

· 분모의 최고차항으로 나눠서 나오는 값

2 . 연구문제 2 : 수열의 극한과 급수의 합에 대한 문제 풀이 과정에서 학생

들이 어떠한 오류유형을 나타내는가?

학생들의 오류분석은 수열의 극한에 관한 문제 1, 2, 3, 4, 5, 8, 11번의 문항에

서 답한 문제 풀이 과정과 급수의 합에 관한 문제 6, 7, 9, 10, 12의 문한에서

답한 문제 풀이 과정을 통해서 완전한 답을 제시한 문항과 무응답한 문항 그

리고 풀이 과정에서 끝까지 풀지 못하고 중간에 그만 두었거나 답만을 제시한

인원 (명) 정답 ( % ) 오답 ( % ) 무응답( % )

1 0 0 4 7 8 9
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문항을 제외하고 311개의 오류를 찾아내어 분석을 실시하였다.

<표 Ⅳ- 3 > 모형별 오류 빈도표

<표 Ⅳ-3>는 수열의 극한과 급수의 합에 관한 문항의 오류 모형의 빈도표이다.

표에서 보는 바와 같이 모형 B, 즉 잘못 해석된 언어가 전체의 38.5%로 가장

많았다. 다음으로 모형 E, 즉 풀이과정의 생략에 관한 오류가 20.5%로 많은 것

으로 나타났다. 또한 모형 D, 즉 기술적 오류와 모형 C, 즉 곡해된 정리나 정

의가 각각 14.4%와 14%로 나타났으며, 모형 A, 즉 오용된 자료와 모형 F, 즉

오류의 애매모호성이 각각 7%와 4%로 나타났다.

오류모형
A

( % )

B

( % )

C

( % )

D

( % )

E

( % )

F

( % )
계

극한의

오류개수

2 3

( 7 . 1 )

1 2 3

( 3 8 . 4 )

4 6

( 1 4 . 3 )

4 5

( 1 4 )

6 4

( 2 0 )

1 9

( 5 . 9 )
3 2 0

수열의 극한

오류 개수

2 0

( 2 4 . 3 )

9

( 1 0 . 9 )

2 3

( 2 8 )

8

( 9 . 7 )

1 3

( 1 5 . 8 )

9

( 1 0 . 9 )
8 2

급수의 합 오류

개수

3

( 1 . 2 )

1 1 4

( 4 7 . 8 )

2 3

( 9 . 6 )

3 7

( 1 5 . 5 )

5 1

( 2 1 . 4 )

1 0

( 4 . 2 )
2 3 8
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오류 문항을 각 문항에 따라 분류하여 다음과 같이 여섯 가지로 분류하였다.

( 1 ) 문항 1 , 2 , 3 , 4 : 극한의 기본 성질 문제

<표 Ⅳ- 4 > 문항별 정답율 및 오류 빈도표

<표 Ⅳ-4>에서 보는 바와 같이, 극한의 기본 성질에 대한 정답율은 32%, 오

답율은 35%, 무응답율은 33%로 나타났으며, A모형의 오류가 가장 많은 52.9%

가 발생하였고, 다음으로 E모형의 오류가 29.4%가 발생하였다. 또한 F모형이

17.6%로 나타났다.

문항

정답

율

( % )

오답

율

( % )

무응

답율

( % )

오 류
오류

개수A

( % )

B

( % )

C

( % )

D

( % )

E

( % )

F

( % )

1 , 2 ,

3 , 4
3 2 3 5 3 3

1 8

( 5 2 . 9 )
· · ·

1 0

( 2 9 . 4 )

6

( 1 7 . 6 )
3 4
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( 2 ) 문항 5 , 8 ; 수열의 극한 문제

<표 Ⅳ- 5 > 문항별 정답율 및 오류 빈도표

<표 Ⅳ-5>에서 보는 바와 같이 수열의 극한에 대한 정답율은 49%, 오답율은

17%, 무응답율은 34%로 나타났다. 오류는 A모형과 B모형의 오류가 각각

12.5%와 56.2%로 나타났으며, C, E모형의 오류는 각각 12.5%와 6%가 발생하였

다. 그리고 F모형은 12.5%로 나타났다.

문항
정답

율

( % )

오답

율

( % )

무응

답율

( % )

오 류
오

류

개

수

A

( % )

B

( % )

C

( % )

D

( % )

E

( % )

F

( % )

5 , 8 4 9 1 7 3 4
2

( 1 2 . 5 )

9

( 5 6 . 2 )

2

( 1 2 . 5 )
·

1

( 6 )

2

( 1 2 . 5 )
1 6
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( 3 ) 문항 6 , 7 : 무한급수의 수렴·발산 문제

<표 Ⅳ- 6 > 문항별 정답율 및 오류 빈도표

<표 Ⅳ-6>에서 보는 바와 같이 문항 6에 대한 정답율은 32%, 오답율은

27%, 무응답율은 31%로 나타났다. 오류는 E모형의 오류가 가장 많은 47.1%,

이어서 B모형이 39.6%, F모형이 7.5%, D모형이 3.7%로 나타났다. 그리고 문항

7에 대한 정답율은 23%, 오답율은 31%, 무응답율은 46%로 나타났다. 오류는

문항 6과는 다르게 B모형이 55.3%로 가장 많았고, 다음으로 E모형이 31.9%, D

모형이 8.5%, C모형과 F모형이 2.1%로 같게 나타났다.

문

항

정답

율

( % )

오답

율

( % )

무응

답율

( % )

오 류
오

류

개

수

A

( % )

B

( % )

C

( % )

D

( % )

E

( % )

F

( % )

6 3 2 2 7 4 1 1 ( 1 )
2 1

( 3 9 . 6 )
·

2

( 3 . 7 )

2 5

( 4 7 . 1 )

4

( 7 . 5 )
5 3

7 2 3 3 1 4 6 ·
2 6

( 5 5 . 3 )

1

( 2 . 1 )

4

( 8 . 5 )

1 5

( 3 1 . 9 )

1

( 2 . 1 )
4 7
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( 4 ) 문항 9 , 1 0 : 무한급수의 수렴·발산에 대한 문제

<표 Ⅳ- 7 > 문항별 정답율 및 오류 빈도표

<표 Ⅳ-7>에서 보는 바와 같이, 문항 9에 대한 정답율은 11%, 오답율은

65%, 무응답율은 24%로 나타났다. 오류는 B모형의 66.1%가 가장 많았고, 그

다음으로 D모형이 20.9%, E모형이 8%, C모형이 3.2%,

A모형이 1.6%로 나타났다. 문항10에 대한 정답율은 4%로 매우 낮으며,

오답율은 45%, 무응답율은 51%로 나타났다. 오류는 B모형이 47.3%로 가장 높

았고, D모형이 23.6%, E모형이 15.7%, F모형은 13.15로 나타났다.

문

항

정

답

율

( % )

오

답

율

( % )

무

응

답

율

( % )

오 류 오

류

개

수
A

( % )

B

( % )

C

( % )

D

( % )

E

( % )

F

( % )

9 1 1 6 5 2 4
1

( 1 . 6 )

4 1

( 6 6 . 1 )

2

( 3 . 2 )

1 3

( 2 0 . 9 )

5

( 8 )
· 6 2

1 0 4 4 5 5 1 ·
1 8

( 4 7 . 3 )
·

9

( 2 3 . 6 )

6

( 1 5 . 7 )

5

( 1 3 . 1 )
3 8
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( 5 ) 문항 1 1 : 무한등비수열의 극한의 수렴·발산에 대한 문제

<표 Ⅳ- 8 > 문항별 정답율 및 오류 빈도표

<표 Ⅳ-8>에서 보는 바와 같이 문항11에 대한 정답율은 16%로 나타났고, 오답

율은 46%, 무응답율은 38%로 나타났다. 오류는 C모형의 65.65%가 가장 많게

나타났고, D모형이 25%, E모형이 6.2%, F모형이 3.15로 나타났다.

문

항

정

답

율

( % )

오

답

율

( % )

무

응

답

율

( % )

오 류 오

류

개

수
A

( % )

B

( % )

C

( % )

D

( % )

E

( % )

F

( % )

1 1 1 6 4 6 3 8 · ·
2 1

( 6 5 . 6 )

8

( 2 5 )

2

( 6 . 2 )

1

( 3 . 1 )
3 2
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( 6 ) 문항 1 2 : 무한등비급수의 수렴·발산

<표 Ⅳ- 9 > 문항별 정답율 및 오류 빈도표

<표 Ⅳ-9>에서 보는 바와 같이 문항 12에서 정답율은 9%이고, 오답율은

44%, 무응답율은 47%로 나타났으며, 오류는 C모형의 57.1%가 가장 많게 나타

났고, D모형이 25.7%, B모형이 14.2%, A모형이 2.8%로 나타났다.

위 결과를 바탕으로 연구 결과를 논의하면 다음과 같다.

1 . 연구 문제 1

극한에 대한 오개념을 (1)수열의 극한에 대한 오개념, (2)급수의 합에 대한

오개념의 두 가지로 나누어 알아보았다.

첫째, 수열의 극한에 대한 정의를 정확히 알고 있는 학생은 전체의 11%에

불과하며, 24%의 학생들은 정의와 다른 오개념을 가지고 있었고, 65%의 학생

들은 전혀 대답하지 못했다. 따라서 많은 학생들이 수열의 극한에 대한 정의를

정확히 알지 못하고 교과서에서 길게 제시된 정의의 일부분의 성질을 극한의

문

항

정

답

율

( % )

오

답

율

( % )

무

응

답

율

( % )

오 류 오

류

개

수

A

( % )

B

( % )

C

( % )

D

( % )

E

( % )

F

( % )

1 2 9 4 4 4 7
1

( 2 . 8 )

5

( 1 4 . 2 )

2 0

( 5 7 . 1 )

9

( 2 5 . 7 )
· · 3 5
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정의로 생각하는 학생들이 많았다.

수열의 극한에 대한 학생들의 오개념의 예는 다음과 같다.

· 수열의 극한을 계산함에 따라 가장 가까이 접근하는 값

· 수열의 극한의 항이 무한대로 나가는 것

· 0은 아니지만 0에 가장 가까운 수

· 어떤 수가 무한히 커질 때 한계에 이르는 값

· 수들이 계속해서 커지거나, 작아져서 어떠한 수에 가까워지지만 결

코 같아질 수 없는 것

· 마지막에 오는 값

등이 있었다.

위에서 언급되었듯이 수열의 극한을 지도하는데 절차에만 치중하게 되는데

이에 반해서 학생들의 개념 이미지는 다양하게 인식될 것이다. 그러므로 일반

항이 상수로 표시되는 수열의 극한에 대한 지도가 필요하고, 교과서에 제시된

수열의 극한의 저의를 각각의 개념을 연결시킬수 있도록 강조하고 다양한 예

를 제시하여야 할 것이다.

둘째, 급수의 합에 대한 정의를 정확히 알고 있는 학생은 전체의 4%에 불과

하며, 7% 학생들이 급수의 합에 대한 정의에 대하여 오개념을 가지고 있으며,

89%의 학생들은 전혀 대답하지 못했다. 언급한 바와 같이 수열의 극한에 대한

정답율도 매우 저조하였지만, 급수의 합에 대한 개념에 대한 정답율은 수열의

극한의 정답율에도 미치지 못하였다. 그러면 대부분의 학생들이 무응답으로

답을 하여 오류의 예가 적으나 몇가지는 다음과 같다.

· 무한히 커질 때 수렴하는 값

· 어떤 일정한 규칙에 따라 무한히 나가는 제일 가까운 범위

· 분모의 최고차항으로 나눠서 나오는 값

· 한없이 어떤 점에 가까워 질 때의 값

· 모든 항을 더한 값
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등이 있었다.

위와 같은 오류가 발생된 원인은 학생들이 수열의 극한에 대한 정의를 완

전하게 이해하지 못한 상태에서 급수의 합이라는 개념으로 들어감에 있어 급

수의 기호에서 오는 오개념도 그 원인이 된 것 같다. 수열의 극한에서의 합의

기호에 대한 기호와 극한과의 기호를 혼용한 문제에서 그와 같은 현상이 많이

발견되었다. 이는 수학의 연계성을 다시 한번 보여주는 현상이라고 할 수 있으

므로 교사는 학생들이 수학기호를 정확히 이해하고 문제풀이에 이용할 수 있

도록 지도함이 필요하다.

그래서 수열의 극한에 대한 지도후에 급수의 합에 대한 지도를 할 때에는

기호를 정확히 인지시키는 지도가 절실한 것 같다.

2 . 연구 문제 2

수열의 극한과 급수의 합에 관한 문제 풀이 과정에서 학생들이 범하는 오류

를 조사한 결과는 발생한 전체오류 개수 320개중에서 수열의 극한에 관한 오

류가 82개, 급수의 합에 관한 오류가 238개가 발생하였다. 이러한 현상은 극한

에 대한 개념과 성질이 정립되지 않은 상태에서 수학적인 언어를 해석하지 못

하는 학생들이 범하는 오류의 결과이다. 수열의 극한에서 발생한 오류는 곡해

된 정리나 정의, 즉 C모형이 28%로 가장 많이 발생하였고 그 다음으로 A모형,

즉 오용된 자료가 24.3%로 나타났다. 다음으로 E모형, 즉 풀이과정의 생략이

15.8%였고, B모형과 F모형이 각각 10.9%로 나타났다. 끝으로 기술적 오류인 D

모형이 9.7%가 발생하였다.

그러나 급수의 합은 잘못 해석된 언어, 즉 B모형이 전체오류중 47.89%가 발

생하였고, 다음으로 풀이과정의 생략, 즉 E모형이 21.4%로 나타났다. 또한 D모

형인 기술적 오류가 15.5%였으며, 곡해된 정리나 정의, 즉 C모형이 9.6%이고,

오류의 애매모호성, 즉 F모형이 4.2%, 오용된 자료, 즉 A모형이 1.2%로 나타났
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다.

위와 같은 사실을 기초로 하여 오류를 줄이기 위한 개선책으로는

첫째, 학생들은 무한의 개념을 최초로 배우는 개념이므로 수열의 연산과 실

수의 연산을 혼동하고 있다. 실수는 유한한 수를 다루난 급수의 합 및 수열의

극한을 고려할 시는 무한의 개념을 쓰게 되므로 다양한 예의 제시가 교수과정

에서 필요하다.

둘째, 막연한 직관을 학생들에게 요구하기 보다는 정밀하게 서술된 교과서가

필요할 것이다. 무한대 개념이 실수의 연산에서 벗어나므로 수열의 극한에 대

한 연산과 급수의 연산에 대한 발산·수렴에 대해서 언급이 안 되어져 있다.

또한 공통수학에서의 수의 체계에 대한 교수학습과정에서 정확한 개념지도가

있어야 수열에서의 극한에 대한 이해를 할 수 있을 것이다.

셋째, 오류를 범하기 쉬운 전형적인 타입의 예를 구체적으로 수업시간에 제

시하여 교수할 필요가 있다. 또한 급수의 수렴인 경우 막연하고 직관적인 태도

를 보이는데 교과서에서의 무한대의 연산을 구체적인 예를 통해서 체험화시킬

필요가 있다.
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Ⅴ. 결론 및 제언

A. 결 론

본 연구의 목적은 고등학교 2학년 학생들이 수열의 극한과 급수의 합에 대

하여 가지고 있는 오개념과 수열의 극한과 급수의 합에 대한 문제를 푸는 과

정에서 나타나는 각각의 오류의 모형과 형태를 조사하여 그 차이점을 분석하

고 치료방법을 모색하고자 하였다.

연구의 목적을 달성하기 위하여 다음과 같은 세 가지 연구 문제를 설정하였

다 : (1) 수열의 극한과 급수의 합에 대하여 학생들이 어떠한 오개념을 가지고

있는가? (2) 수열의 극한과 급수의 합에 대한 문제 풀이 과정에서 학생들이 어

떠한 오류유형을 나타내는가? (3) 학생들이 수열의 극한과 급수의 합에 대한

문제풀이 과정에서 자주 행하는 오류유형을 치료해 보자.

본 연구를 수행하기 위하여 광명시에 소재하고 있는 고등학교 중에서 일 개

교를 선정하여, 2학년 이과 2개반 100명을 연구 대상으로 선정하였다.

검사 도구는 본 연구자가 고등학교 난이도를 고려하여 개발한 문제를 전문

가의 지도조언과 현장 교사들과 협의하여 수정·보완한 검사지이다. 검사지는

14개의 문항으로 구성되었으며, 검사지의 1, 2, 3, 4, 13, 14번 문항을 통해서 학

생들의 오개념을 조사하였고, 문항 5∼12번을 학생들이 제시한 문제 풀이 과정

을 통해서 극한에 대한 오류를 여섯 가지 모형(오용된 자료, 잘못 해석된 언어,

곡해된 정리 및 정의, 기술적 오류, 풀이과정의 생략, 오류의 애매모호성)으로

분류하였으며, 각 문항에 대한 정답율, 오답율, 무응답율을 백분율로 나타내었

다.

본 연구의 결과로써 다음과 같은 결론을 얻을 수 있었다.
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첫째, 대부분의 학생들은 극한의 개념을 정확히 이해하지 못하고 있었다. 많

은 학생들은 극한에 대하여 잘못된 개념을 가지고 있었다. 이것은 극한의 교수

과정에서 극한의 개념에 대한 지도를 더 강조하고 극한의 다양한 예를 제시하

여야 할 것으로 생각된다.

둘째, 학생들이 극한에 대한 개념이 정확히 이해되지 않은 상태에서 급수의

합에 대한 개념을 정확히 이해하는데 많은 어려움이 있는 것 같다. 이는 수학

적인 언어를 잘못 해석하는 데서 오는 오류가 급수의 합에 대한 개념을 이해

하는 데 장애로 작용하는 것 같다. 또한 수열의 극한과 급수의 합을 별도의 개

념으로 알고 있으므로 각각의 개념이 별도가 아님을 주지하면서 지도할 필요

가 있음을 알 수 있다. 물론 이와 같은 결과는 극한에 대한 개념이 교과서에서

직관적으로 정의되고 정밀하게 서술되어있지 않아서 어쩌면 이러한 결과는 필

연적이라 할 수 있을 것이다.

셋째, 수열의 극한에 대한 문제와 급수의 합에 대한 문제에 대한 정답율은

수열의 극한의 백분율이 높게 나타났고 오류의 비율도 수열의 극한에

대한 백분율이 낮게 나타났다. 이는 수열의 극한에 대한 문제는 직관적으로 문

제의 답을 찾는 경우도 있었으나 급수의 합에 대한 문제는 수학적인 언어를

잘못 해석하여 같은 문제에 대하여 오류를 범하고 오답을 표시하거나 무응답

하는 학생들이 매우 많았다. 따라서 지도과정에서 같은 문제에 대해서 수학적

인 언어를 다르게 제시하여 문제를 해결할 수 있도록 지도해야 할 것이다.

B . 제 언

본 연구에서는 학생들이 새로운 개념을 배우고 그 개념에 관계되는 문제를

해결하는 과정에서 발생되는 오개념과 오류를 분석하였다. 수학과의 교과내용

의 연계성으로 인하여 선수학습의 이해가 후속학습과 어떠한 결과로 나타나는

지를 연구하였다. 여러 단원이 연계성으로 연결되어 있으나 본 연구에서는 수
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열의 극한과 급수의 합에 대해서 연구하였고 학생들이 수열의 극한과 급수의

개념이 별도인 것으로 이해하고 있어 이로 인해 많은 오개념과 오류를 발생시

켰다. 그래서 이어지는 후속학습(함수의 극한과 미분)을 학생들이 이해하는데

어려움이 있는 것을 연구한 것이다. 따라서 본 연구에서 얻은 연구 결과와 연

구 과정에서 나타난 제한점을 보완하여 보다 좋은 후속 연구를 위하여 다음과

같은 제언을 하고자 한다.

첫째, 본 연구에서 알 수 있듯이 학생들이 극한의 개념에 대하여 정확히 알

지 못하는 것으로 나타났다. 또한 수열의 극한과 급수의 개념을 별도로 인식하

고 있는 것으로 나타났다. 따라서 극한의 개념을 이해시키고 수열의 극한과 급

수의 개념이 별도가 아님을 정확히 지도하는 수업내용이 필수적이다. 따라서

그러한 오개념을 정확히 이해시킬 수 있는 다양한 수업방법의 연구가 필요하

다.

둘째, 본 연구에서는 수열의 극한과 급수의 합에 대한 오개념과 오류를 분석

하였는데 학생들이 많은 오개념과 오류를 나타냈다. 따라서 오류를 범하기 쉬

운 전형적인 타입의 예를 구체적으로 수업시간에 제시하여 교수할 필요가 있

다. 또한 급수의 수렴인 경우 막연하고 직관적인 태도를 보이는데 교과서에서

의 무한대의 연산에 대한 구체적인 예를 연구 개발하여 이를 통해서 체험화시

킬 필요가 있다.

셋째, 막연한 직관을 요구하기 보다는 정밀하게 서술된 교과서가 필요할 것

이다. 무한대 개념이 실수의 연산에서 벗어나므로 수열의 극한에 대한 연산과

급수의 연산에 대한 발산·수렴에 대해서 언급이 안 되어져 있다. 또한 공통수

학에서의 수의 체계에 대한 교수학습과정에서 정확한 개념지도가 있어야 수열

에서의 극한에 대한 이해를 할 수 있을 것이다.
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A BS T RA CT

A n A naly s is on Mis conceptions and Errors

on limit of s equence and s um of s eries

Noh, S u Jin

Major in Mathematics Education

Graduate S chool of Education

Korea N ational Univ ers ity of Education

Chung Buk, KOREA

S uperv is ed by Profes s or, Cho, MinS hik, Ph. D

T he purpose of this s tudy is the follow ing : W e inves tigate on

m isconception on limit of a sequence and limit of a series Moreover, We

analyze their error pattern in the problem solving proces ses of limit of a

sequence and limit of a series .

Subjects are 100 s tudents selected from the 2nd grade of high school

located in Kw ang Myung .

T he tes t ins trum ent is 14 items cons is ting of 12 items for analyzing

problem solving pat terns of limit of a sequence and limit of a series and

2 item for inves t igat ing students ' misconception on limit of a sequence

and a series . T he percentage correct answ er w as exam ined.
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T he results draw n from this s tudy are as follow :

F irs t , only 11% and 4% of s tudents correctly understood the definition

of limit of a sequence and the definition of a series .

Second, error patterns on problem solv ing pat terns of lim it of a

sequence 1) misunders tood theorem or definition (28%) 2) misused data

(24.3%) 3) omis s ion of solving proces s (15.8%)

4) mis interpreted language and ambiguity of error (각각 10.9%) 5)

technical errors (9.7%)

T hird, error patterns on problem solv ing pat terns of lim it of a series .

1) mis interpreted language (47.8%) 2) omis s ion of solving proces s (21.4%)

3) technical errors (15.5%) 4) misunderstood theorem of definit ion (9.6%)

5) ambiguity of error (4.2%) 6) misused data (1.2%)

F ourth, s tudents ' errors in solving problems w ere corrected s tudents

thought of limit of sequence and limit of series as different concepts ,

didn' t have correct concepts on limit and made a lot of errors in solving

problems . Mos t of the misconcepts and errors could be corrected at the

interview .

T he conclus ions of this s tudy are as follow s :

F irs t , most s tudents didn' t unders tand the limit correctly .

In the teaching - learning proces ses of limit, it is neces sary to

emphas ize the definit ion and the concept of lim it, and to present various

exam ples of lim it, and it is neces sary to emphas ize that lim it of sequence

and limit of series are not different concepts .

Second, in problem solving proces ses of lim it of sequence and limit of

series , s ix error pat terns are class ified. T he proposed pat terns could help
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teachers diagnose s tudents ' difficulties and rem edy the pat terns of error.

T hird, in the process of remedying their errors , it is found out that

s tudents thought of limit of sequence and limit of series as different

concepts and they have difficulties in analyzing mathematics language

and solving problems . Also, in spite of these s imilar problems , sugges ting

the problem s tructure exchanged, the application ability become decreased.

S ince mos t s tudents are w illing to solve the problem s w ith only

m emory of the problem diag rammatized in the state w here they

completely don' t unders tand the concept.

T herefore, a lot of t ime should be spent for concept ins truct ion and

textbooks w ill need to be described precisely.

※ A thes is is submit ted to the committee of Graduate School of Korea National

Univers ity of Educat ion in fulfillment of the requirement for the deg ree of Master of

Educat ion in February, 2000.
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<부록 A> 개념 검사지

1. 수열의 극한 { x n }과 {y n }에 대하여 lim
n

( x n·y n )이 수렴한다고 해서 항상

lim
n

x n 또는 lim
n

y n이 수렴하는가 ? 수렴하지 않으면 그 예를 들으시오.

2. 수열의 극한 { x n }과 {y n }에 대하여 lim
n

( x n + y n )이 수렴한다고 해서 항상

lim
n

x n 또는 lim
n

y n이 수렴하는가 ? 수렴하지 않으면 그 예를 들으시오.

3. 수열의 극한 { a n }과 { b n }이 모두 발산하면 항상 { a n·b n }이 발산하는가

?

아니면 그 예를 들으시오.

본 검사는 여러분이 수열의 극한과 급수의 합에 대하여 어느 정도 이해

하고, 있는지를 알아보기 위한 것으로서, 검사의 결과는 공개되지 않으며,

단지 수학 교육 개선을 위한 연구의 목적에 사용할 뿐입니다. 문제를 잘 읽

고 최선을 다하여 풀어주기 바랍니다.

답은 직접 문제지에 적어 넣기 바랍니다. 감사합니다.

한국교원대학교 대학원 수학교육과

( )고등학교 ( )학년 ( )반 이름 ( )
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4. 수열의 극한 { a n }은 수렴하고 { b n }은 발산할 때,

1) { a n·b n }은 항상 발산하는가? 아니면 그 예를 들으시오.

2) { a n + b n }은 항상 발산하는가? 아니면 그 예를 들으시오.

5. 수열의 극한 1, - 1, 1, - 1, … 의 극한값을 구하시오.

6. 무한급수 1- 1+1- 1+1-…이 수렴하는가를 판정하시오.

7. a n =
n

k = 1
( - 1) k + 1

일때, lim
n

a n의 값을 구하시오.
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8. 수열의 극한 1, 1
2

, 1
3

, 1
4

.…의 극한값을 구하시오.

9. a n =
n

k = 1

1
k
일때, lim

n
a n 은 수렴하는가?

10. 무한급수
n = 1

1
n p 의 수렴여부를 판정하시오.

11. 다음 무한등비수열의 극한이 수렴하는 x의 값의 범위를 구하시오.

{ ( x
2

) n }
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12. 다음 무한등비급수가 수렴하도록 x의 값의 범위를 정하시오.

x + x ( 1 - x ) + x ( 1 - x ) 2+ …

13. 수열의 극한에서의 극한값(또는 극한)의 정의를 쓰시오.

14. 무한급수에서의 극한값의 정의를 쓰시오.
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<부록 B> 연구자의 인터뷰 자료

1. 문제를 읽어라.

2. 문제를 이해하는가?

3. 문제를 풀 수 있겠는가?

4. 무엇을 묻고 있는가?

5. 전에 이와 유사한 문제를 풀어 보았는가?

6. 제일 먼저 해야 할 일이 무엇인가?

7. 어떤 방법으로 풀겠는가?

8. 계획이 옳은가?

9. 무엇을 하고 있는가?

10. 다른 방법으로 생각해 보았는가?

11. 그것이 뜻하는 것이 무엇인가?

12. 처음 주어진 정보에서 새로 출발해보자.

13. 그 문제를 푸는 방법은 단 한 가지인가?

14. 그것이 뜻하는 것이 무엇인가?

15. 결과가 옳은가?

16. 맞는다고 확신하는가?
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<부록 C> 언어 약정 (Verval protocol)

문제 1, 2, 3, 4 ) 교 : 문제를 이해하는가 ?

학 : 잘 이해되는 것은 아니다.

교 : 무엇을 묻고 있는지 알 수 있는가 ?

학 : 수열의 극한의 수렴·발산에 대한 문제인 것 같다.

교 : 전에 이와 유사한 문제를 푼 적이 있는가 ?

학 : 아니다. 처음이다.

교 : 학생이 적어 놓은 내용은 맞는 답이 아니다. 다른 방

법으로 생각해 보았는가 ?

학 : 아니다. 극한의 개념이 정확하지 않아서 문제를 답하

는데 쉽지 않았다.

교 : 차수가 같으면 수렴한다는 개념은 오개념이다. 극한값

의 계산에서 차수가 같으면 무한대로 발산할 경우 극한

값을 구할 수 있다는 것을 정리할 수 있다. 그런데 학생은 그러한 개념을 문제

의 유형대로 기억하고 있어서 오답을 표시하게 된 것 같다. 그리고 수렴한다고

제시한 예도 맞는 예가 아닌 것 같다.

학 : 극한값의 계산에서 극한값이 있다는 것은 수렴값이 있는

것으로 알고 있어서 그렇게 답한 것 같습니다.

교 : 물론 극한값이 있다는 사실이 수렴값이 있다는 내용으로

연결시킬 수는 있으나 검사지에 설명되어진 내용은 문제에서 요구하는 내용이

아닌 것 같다. 지금 이야기 되고 있는 내용은 수열의 극한의 사칙연산에 대한

내용으로 수열의 극한에 대한 개념이 정확해야 답을 할 수 있는 문제인데 그

러한 개념이 정립되어 있지않아서 그러한 오답을 표시하고 예를 제시한 것 같

다.
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예를든다면,

a n과 b n 이 !모두 발산하면 항상 a n·b n이 발산하는가?

답은 아니다. 반례: a n = b n = ( - 1) n
일 경우이다.

와 같이 답을 하여야 할 것이다.

학 : 우리들은 개념보다는 문제를 어떻게 푸는가에 더 초점이

맞추어져 있어서 제시된 문제와 같은 것들을 답하는데 어려움이 있는 것 같다.

교 : 그건 옳은 생각이다. 수학문제를 푸는데 있어서 도식화되

고 유형화되어진 문제해결에 초점이 맞추어져 문제해결을 하는 가운데 개념

을 정확히 이해하지 못하고 문제를 해결하는 유형을 암기하여 문제를 해결하

는 경우가 있기 때문일 것이다.

학 : 이제 극한에 대한 개념이 다소 정립된 것 같고 문제에서

요구하는 것을 알 것 같다.

문제 5) 대부분의 학생이 답을 하였고 그 외 학생은 무응답을 하여 인터뷰

자료로 적합하지 않았음.

문제 6) 교 : 문제에서 무한급수의 뜻을 아는가 ?

학 : 시그마기호가 있는 식이다.

교 : 수열의 극한을 구하는 것과 급수의 합을 구하는 것은 어떤 차이

점이 있는가 ?

학 : 잘 모르겠다. 서로 다른 형태로 답을 구하는 것 같다.

교 : 제시된 문제를 어떤 방법으로 풀었는가 ?

학 : 막연하게 더하여서 답을 구하였다.

교 : 수열의 극한과 급수의 합은 별도의 개념으로 생각하고 있는 것

같은데 그렇지 않다. 수열의 극한의 항 사이에 합의 기호를 포함시킨 식을 만

들어서 합에 의한 수열의 극한의 값이 고려되어 그 합의 값이 일정한 값으로

수렴할 경우 급수가 수렴한다고 하고 그 합이 일정하지 않을 경우 발산한다고
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하는 것이다.

학 : 하지만 수열의 극한에 대한 개념이 어려워서 급수의 합에 대한

개념을 이해하는데 어려움이 있고 문제 역시도 쉽지 않다.

교 : 극한이라는 개념을 직관적으로 이해한다는 것은 한계가 있을 수

있으나 무한대라는 용어와 개념을 잘 고려하여 문제에 접근하는 것이 좋겠다.

학 : 무한급수의 용어의 정의를 다시 설명하여 주면 좋겠다.

교 : (무한급수의 개념을 다시 설명하여 준다) 무한급수의 개념은 수열

의 극한과 별도의 개념이 아니다. 그러한 개념을 잘 이해하고 문제에 접근할

필요가 있다. (문제에 대한 풀이를 하여 준다)

1) 1-1+1-1+…=(1-1)+(1-1)+(1-1)+…

= 0+0+0+ … = 0

2) 1-1+1-1+…=1-(1-1)-(1-1)-…

=1-0-0-…=1

3) 구하는 수렴을 S라고 하면

S=1-1+1-1+…

=1-(1-1+1-1+…)

=1-S

그러므로 2S=1

따라서 S= 1
2

그러나 이 무한급수는 진동하므로 극한값이 존재하지 않는다.

따라서, 위의 어느 것도 답이 될 수 없고 「극한값은 없다」가 바른 답이다.

문제 7) 교 : 문제에서 무엇을 묻고 있는가 ?

학 : 잘 모르겠다.

교 : 문제 6번과 동일한 문제인데 알 수 있겠는가 ?

학 : 기호가 어려워서 모르겠다.
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교 : 문제 7번은 문제 6번을 수학적인 언어를 다르게 사용하여 표현된

문제이다. 따라서 6번과 동일하게 문제를 풀면 되는데 6번은 풀이과정에서는

오류가 많았으나 정답을 표현한 학생이 많았고 7번은 같은 문제인데도 답을

표기한 학생은 적은 것 같다. 그것은 수학적인 기호를 정확히 구분하여 이해하

지 못하고 있기 때문에 나타난 것 같다.

학 : 그런 것 같다. 개념도 정확히 알지 못하는데 수학적인 기호까지도

정확히 알 지 못하므로 문제를 해결하는 데 어려움이 있다.

교 :(문제 6번과 문제 7번의 기호적인 의미를 설명하여 준다) 이제 문

제에서 뜻하는 바를 알겠는가 ?

학 : 이제는 알 것 같다.

문제 8) 교 : 문제에 대한 답이 맞는다고 확신하는가 ?

학 : 맞다.

문제 9) 교 : 문제를 이해하겠는가 ?

학 : 극한문제인 것 같다.

교 : 극한문제인 것은 맞는데 8번과 관련이 있는 것을 알겠는가 ?

학 : 확실히는 모르겠으나 8번과 관련이 있는 것 같다.

교 : 8번은 수열의 극한 문제이고 9번은 급수의 합 문제인 것을 구분

할 수 있겠는가 ?

학 : 구분하는데 기호를 정확히 이해하기 어려워서 처음 문제를 접했

을 때 그것을 구분하지 못했다.

교 : 수열의 극한과 급수의 합은 별도의 풀이라고 생각하는가 ?

학 : 그런 것으로 이해되는 것 같다.

교 : 그건 틀린 개념이다. 수열의 극한과 급수의 합은 같은 것으로 이

해해야 한다. 수열의 극한은 수열의 극한의 각 항의 값이 어느 값으로 가까워

질 때 수렴하는 것이고 그렇지 않다면 발산하는 것이다. 급수의 합은 수열의

극한의 각 항을 더하면서 수열의 극한의 새로운 수열의 극한 { S n }을 고려하여
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그 합의 값이 일정한 값으로 가까워질 때 수렴한다고 말하고, 그렇지 않을 때

발산한다고 한다. 이와 같이 수열의 극한과 급수의 합은 수열의 극한이라는 동

일한 개념 속에서 극한값을 구하는 것은 동일한 것이다.

학 : 수열의 극한과 급수의 합이 같은 것이라는 것을 이제는 조금 알

것도 같다. 하지만 수열의 극한이라는 개념자체가 확실히 이해되지 않아서 급

수의 합도 어려웠던 것 같다.

교 : 그건 어쩌면 당연한 결과이다. 수학과목의 계열성으로 인하여

수열의 극한에 대한 개념이 정확히 이해되지 않은 상태에서 급수의 합에 대한

개념을 이해한다는 것은 어려운 일이다. 수업시간에 조금 더 시간을 들여서 이

러한 개념에 대해서 설명하는 시간을 갖을 필요가 있겠다.

학 : 문제에서 합의 기호를 사용하여 풀이 하였는데 틀린 풀이 인가 ?

교 : 그렇다. 분자는 1이고 분모에 대한 n항까지의 합을 구한 연후에

그 값에 극한 기호를 고려하게 되면 그것은 구한 값에 대한 극한값을 구하는

결과를 가져오게 된다. 따라서 문제에서 요구하는 내용이 아니라고 볼 수 있

다.

학 : 합의 기호에서 암기하고 있는 공식을 연상하여 답을 적은 것 같

은데 설명을 듣고 보니 생각을 잘 못한 것 같다.

교 : 수학적인 언어를 정확히 해석해야 문제를 해결할 수 있을 것인데

그렇지 못한 것이 오답을 하게 된 결과인 것 같다. (문제에 대한 풀이를 하여

준다)

학 : 풀이에 대한 설명을 들으니 문제에서 요구하는 답을 할 수 있을

것 같다.

문제 10) 교 : 어떤 방법으로 풀이 할려고 했는가 ?

학 : 문제가 어려워서 풀이 방법을 생각하기 어려웠다.

교 : 문제에서의 p의 의미를 알겠는가 ?

학 : 잘 모르겠다.
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교 : 문제에서의 p의 의미는 임의의 실수를 말하는 것이다.

학 : 그러한 의미를 찾는 것이 어렵다.

교 : p의 의미를 알려주었으니 문제를 해결할 수 있겠는가 ?

학 : 그래도 문제를 해결하는데 자신이 없다.

교 : p의 값을 범위를 나누어서 생각해야 답을 구할 수 있을 것이다.

p의 값을 주었을 때 그 값에 따라 무한급수의 수렴여부를 판정할 수 있다. 먼

저 수학적인 언어를 정확히 해석하고 그 문제를 해결하려고 시도하는 것이 필

요한데 수업시간에 수학적 언어를 바르게 해석할 수 있도록 지도해 주는 것이

필요할 것 같다.

학 : 그러한 의견에 동의한다.

교 : (문제에 대한 풀이를 하여 준다) 문제가 교과서에 제시되어진 문

제에서 응용된 문제이지만 수학적 언어를 바르게 해석한다면 풀이가 가능할

것이다.

학 : 풀이과정을 보니 그러한 것 같다.

문제 11) 교 : 어떠한 계획으로 문제를 해결했는가 ?

학 : 무한등비수열의 극한의 정의를 이용하여 풀이를 하여야 할 것 같

다.

교 : 정의의 범위를 고려하여 생각한다면 답을 쉽게 찾을 수 있을 것

이다.

학 : 맞는 것 같다.

교 : 수학에서 용어의 정의를 주의 깊게 생각하고 이해할 수 있다면

그와 관련된 문제를 해결하는데 용이할 것이다.

문제 12) 교 : 어떤 방법으로 풀겠는가 ?

학 : 무한등비급수의 정의를 이용하여야 할 것 같다.

교 : 문제 11번에서 말한 내용과 비슷하게 생각하고 풀이하면 될 것

같다.
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학 : 무한등비급수의 정의를 이해하면서 기호에 대한 것이 이해하기

힘들고 무한등비급수의 수렴조건을 유도하는 과정을 다시 설명하여 주면 좋겠

다.

교 : (무한등비급수의 수렴조건을 유도하는 과정을 설명한다) 무한등비

급수의 수렴조건을 이해하는 과정에서도 수열의 극한과 급수의 합에 대한 내

용이 포함되어져 수렴조건이 정의되므로 별도의 개념으로 이해하는 것은 오개

념이라 할 수 있다.

학 : 이제는 수열의 극한과 급수의 합에 대한 개념을 별도가 아닌 개

념으로 이해할 수 있을 것 같고 함수의 극한과 미분을 이해하는데 도움이 될

것 같다.

문제 13, 14) 교 : 수열의 극한과 급수의 합에 대한 정의는 교과서를 참고로 하

여 다시 한번 점검하여 주면 될 것 같다.

학 : 앞에서부터 문제를 푸는 과정에서 수열의 극한과 급수의 합

에 대한 개념을 구분하여 이해하였기 때문에 각각의 정의를 이해하는데 큰 어

려움이 없을 것 같다.

교 : 그렇다. 수학에서 용어의 정의를 처음 접하고 그 내용을 이해

하기 힘들 경우는 그것에 관련된 문제를 푸는 과정에서 용어의 정의를 이해하

고 다른 단원과 연계를 시킬 수 있기도 한다.

학 : 이번 대화를 통하여 극한에 대한 개념을 정확히 이해할 수

있었고 차후 이러한 과정대로 개념들을 정리하도록 노력하여 보겠다.
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<부록 D > 개념 검사 답지
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