
Ⅴ . 결과 및 논의

A . 결과

1 . 연구문제 ( 1 ) : 이차방정식과 부등식 문제 해결 과정에서 학생들이 흔

히 범하는 오류의 유형을 설정해서 분류할 수 있는가 ?

오류 분석은 세 개 고등학교에서 1학년학생들을 대상으로 시행한 문제지에

학생들이 풀어놓은 풀이 과정을 보고 오답을 쓰기까지의 원인을 분류하였다 .

132명의 학생들중에서 어떤 문항에 대해 옳은 답을 제시했거나, 전혀 어떤 풀

이 과정이나 답을 제시하지 않은 학생들은 제외 시켰다 . 또 동일한 문제를 푸

는 과정에서 연속해서 오류가 발생하는 경우에는 제일 처음으로 발생한 오류

만을 분석하였고, 선행된 오류로부터 발생한 다음 단계의 오류는 포함시키지

않았다 . 이렇게 하여 총 832개의 오류들을 찾아내어 분류할 수 있었다 .

각 영역별로 각 학교별로 얼마나 많은 오류를 발생시켰는가를 알아보면 다음

<표 5-1>과 같다 .
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<표 5-1> 학교별 오류 빈도 ( % )

오류의

종류

학교

이해의 오류
전략선택의

오류

처리기술의

오류

반성의 미

실행에 의한

오류

애매 모호한

오류

D고교 9.25% 14.90% 6.25% 2.40% 2.52%

Y고교 9.03% 14.18% 7.93% 2.88% 2.52%

S고교 5.65% 12.38% 5.78% 0.96% 3.37%

계 23.93% 41.46% 19.96% 6.24% 8.41%

<표 5-1>에서 보는 바와 같이 오류의 발생빈도를 보면 세 학교 모두에서 전

략선택의 오류가 가장 많이 발생했다는 것을 알 수 있다 . 이것은 학생들이 수

학적 정리나 정의를 이해하는 일에 문제가 있다는 것을 나타내는 것이며, 또한

학생들이 문제풀이의 경험이 없다는 것을 드러내는 것이다 . 따라서 앞으로의

수학과 수업에 있어서는 충분한 개념학습을 강조함과 아울러 이를 활용할 수

있는 지도에 중점을 두어야 하고, 학생들에게 스스로 문제를 풀어볼 수 있는

기회를 보다 많이 제공함으로써 문제풀이의 경험을 많이 가질 수 있도록 하여

야 한다고 생각한다 .

2 . 연구문제 (2 ) : 이차방정식과 부등식 문제 해결 과정에서 학생들이 흔

히 범하는 오류의 원인을 찾아볼 수 있는가 ?

앞에서 제시한 수학적 오류모델의 빈도 수를 따져보면 전략선택의 오류
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(41.46%), 이해의 오류 (23.93%), 처리기술의 오류 (19.96%), 애매 모호한 오류

(8.41%), 반성의 미 실행에 의한 오류 (6.24%)의 순서로 나타나고 있다 .

앞에서 분석한 오류모델과 그 빈도 수를 토대로 하여 오류의 원인에 대하여

다음과 같은 결론을 내릴 수 있겠다 .

첫째, 학생들은 아마도 그들이 배운 정리나 정의를 확실히 이해하지 못하거

나 또는 알고 있으면서도 활용할 수 있는 능력이 부족하다 .

둘째, 학생들은 전에 풀어본 문제와 연관짓기를 못하거나 문제를 다르게 진

술하지 못하는 경우가 많다 .

셋째, 문제에 포함된 핵심적 개념을 잃어버리거나 고려하지 못하는 경우가

많다 .

넷째, 학생들은 주어진 문제를 풀기 위해 문제의 조건으로 주어진 자료를 무

시하거나 혹은 잘못 사용하는 경우가 많다 .

다섯째, 학생들은 문제에 주어진 조건을 여러 부분으로 분해함으로써 문제풀

이에 필요한 정보를 찾아내어야 하는데 조건을 여러 부분으로 분해하지 못하

는 경우가 많다 .

여섯째, 학생들은 문제의 유형에 따라 답하는 경향이 다르다 . 즉, 주어진 문

제를 기호나 식, 그림, 문장제 등의 어떤 형태로 주어졌을 때, 이 문제를 풀기

위해 다른 형태로 번역하는 과정에서 많은 실수를 한다 .

일곱째, 학생들이 너무나 잘 알고 있으리라 믿었던 계산상의 오류경향도 많

았다 .

여덟째, 학생들은 아무런 근거 없이 논리적으로 부적절한 확대 해석을 한다 .

3 . 연구문제 (3 ) : 이차방정식과 부등식 문제 해결 과정에서 학생들이 흔

히 범하는 오류의 교정과정을 밝혀낼 수 있는가 ?

연구문제1에서 분류한 오류의 유형 중 세 가지 유형 (이해의 오류, 전략선택
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의 오류, 처리기술의 오류)에 대한 교정과정을 밝히기 위하여 D고교 학생 45명

중에서 대표적인 오류유형을 보여주고 있는 학생들 3명 (이해의 오류-1명, 전략

선택의 오류-1명, 처리기술의 오류-1명)을 선정하여 문헌연구에서 밝힌 혼합방

법으로 오류의 교정과정을 살펴보기 위한 면담을 실시하였다 . 그 결과 얻을 수

있었던 프로토콜 (protocol)과 학생들의 변화된 모습 (밑줄 그은 부분 참조)은 다

음과 같다 .

⊙ D고교 37번 학생의 언어약정 (Verbal protocol)

문1) 다음 부등식을 만족하는 x 의 범위를 구하여라 .

2[x ] 2 - 9 [x ] + 4 0 (단, 정수 n 에 대하여 n x n + 1 일 때, [x ] = n)

교 : 검사설명서 를 읽었는가?

학 : 네 .

교 : 문제를 읽고 풀이방법을 구상해보자 . 부담 없이 네가 생각하고 있는 것

을 얘기하면서 문제를 해결해 주기 바란다 .

교 : 큰 소리로 문제를 읽어라 .

학 : (문제를 읽는다)

교 : 문제를 이해하는가?

학 : 네 .

교 : 어떤 방법으로 풀 수 있겠는가? 구하고자하는 것이 무엇이지?

학 : 부등식에서 x 의 범위를 구하는 것입니다 .

교 : 그래 ! 그렇다면 주어진 조건은 무엇이지?

학 : 정수 n 에 대하여 n x n + 1 일 때, [x ] = n

교 : 주어진 조건이 무슨 뜻인지 알겠니? 그것을 다른 표현으로 바꿀 수 있

겠니?

학 : (망설임). 가우스기호가 주어졌을 때 이 기호를 어떻게 처리해야
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할지 모르겠어요 . [이해의 오류]

교 : 조건이 무슨 뜻인지 이해가 안 된다는 말이네 .

학 : 네 !

교 : 문제를 풀기 위해서는 먼저 문제를 이해해야 하는데 문제를 이해하기

위해서는 문제의 조건이 무엇인가? 그 조건이 문제를 풀기에 충분한가? 등을

알아봐야 한다 . 즉, 조건이 문제에서 구하고자하는 것을 나타내기에 충분한가?

하는 것을 살펴봐야 한다 . 그렇다면 조건으로 주어진 가우스기호의 뜻을 알았

다고 가정하고 주어진 문제를 어떻게 풀 것인가를 얘기해보아라 .

학 : 모르겠는데요 .

교 : 조건의 뜻을 모르니까 풀이방법조차 생각을 못하는 것 같구나 .

학 : 네

교 : 그렇다면, 조건에서 주어진 가우스기호의 뜻에 대해 먼저 알아보자 .

학 : 네 !

교 : 문제에 조건으로 주어진 것은 정수 n 에 대하여 n x n + 1 일 때,

[x ] = n 이라는 것인데, 여기에서 [x ] 라는 것이 무슨 뜻을 갖고있는가? 예를

들어보자 . [ 1.4 ] 는 얼마일까?

학 : (한참생각)

교 : [ 1.4 ] 에서 1.4가 x 지? 그렇다면, x 자리에 1.4 를 대입해보면

[ 1.4 ] 의 값을 구할 수 있겠지?

학 : 네 .

교 : n 1.4 n + 1 인 정수 n 의 값이 [ 1.4 ] 의 값이 되겠지?

학 : 네 .

교 ; 그러면 어떻게 될까?

학 : (한참생각) 그러니까 정확한 n 을 구해야되나요?

교 : 그렇지
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학 : 1밖에 안 떠오르는데요 . [교정]

교 : 맞았어 ! 그런데 왜 그렇게 망설였니?

학 : 자신이 없어서요 .

교 : 그러면 몇 개만 더해보자 [0 .4 ]는?

학 : 0 이요 .

교 : [ - 1.4 ]는?

학 : - 1 이요 .

교 : 맞는 것 같니? 잘 생각해보아라 .

학 : 아 ! - 2 요

교 : 가우스기호는 지금처럼 계산하면 되는 거야 . 그러면 그 뜻을 한번 살펴

보자 . 가우스기호는 소수이하를 버린다는 의미가 있다 . 이해되니?

학 : 네

고 : 그러면 다시 처음으로 돌아가서 문제에 조건으로 나온 정수 n 에 대하

여 n x n + 1 일 때, [x ] = n 이라는 말의 뜻을 이해할 수 있겠니?

학 : 네 .

교 : 좋아 ! 문제의 조건은 이해가 되었으니까, 이제는 어떻게 문제를 해결할

까 생각해보자 .

학 : 음 (한참생각) 그러니까 [x ] 는 n 이니까 [이해의 오류]

교 : 문제에서 구하라고 한 것이 무엇이니?

학 : x 의 범위요 .

교 : 어떤 x 의 범위지?

학 : 부등식을 만족하는 x 의 범위요 .

교 : 그렇다면, 제일 먼저 할 일이 무엇이지?

학 : 부등식을 풀어야하는데요 .

교 : 그렇지 ! 그 부등식을 어떻게 풀지?
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학 : [x ] 를 한 문자로 보고 인수분해 하면 될 것 같은데요 . [교정]

교 : 그래 ! 문제를 계속 풀어보아라 .

학 : [x ] = A 라고 놓으면, 2A 2 - 9A + 4 0 이고 인수분해 하면 [문

자가 A 라서 망설이고 있는 것 같음 . A 를 x 로 바꾸어 제시하였더니 잘함].

(2A - 1)(A - 4) 0 이니까, 1
2

A 4 여기에서 [x ] = A 이니까

1
2

[x ] 4 조건을 생각하면 n x n + 1 일 때, [x ] = n 이라고 했으니까

n 은
1
2
이 되야 하고 [이해의 오류]

교 : 자 ! 다시 생각해보자 . 여기에서 n 이 뭐지?

학 : n 은 정수요 .

교 : 1
2
이 정수니?

학 : 유리수인데요 .

교 : 그래, 그러면 [x ] = n 이니까 [x ] 는 뭐야?

학 : 정수요 .

교 : 그럼 지금 네가 구한 [x ] 의 범위가 어떻게 나왔니?

학 : 유리수에서 정수까지요 .

교 : 그래, 1
2
보다 크고 4 보다 작은 정수가 [x ] 의 값이 되겠지?

학 : 네 .

교 : 그러면 [x ] 의 값은 뭐지?

학 : 1, 2 , 3 이 있는데요 . [x ] = 1 or 2 o r 3 입니다 . [교정]

교 : 그래, 그러면 이제 어떻게 하면 되지?

학 : [x ] 의 값이 나왔으니까, 조건에 맞는 x 의 값을 찾으면 되는데요 .

(한참생각) 어떻게 해야 되요? 잘 모르겠어요 . [이해의 오류]
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교 : 조건을 다시 생각해 보면 [x ] = n 일 때, n x n + 1 이었으니까

[x ] = 1이라고 하면 x 의 범위는 어떻게 되니?

학 : 아 ! 알았어요 . ① [x ] = 1 일 때, 1 x 2 . ② [x ] = 2 일 때, 2 x 3 .

③ [x ] = 3일 때, 3 x 4 . 끝났는데요 . [이해의 오류]

교 : 다시 점검해보자 . 네가 지금 구한 것이 뭐지?

학 : [x ] = 1 or 2 o r 3 일 때 x 의 범위요 .

고 : 그러면 그것이 문제의 답이 되니?

학 :

교 : 처음으로 돌아가 보아라 . 문제에서 구하라고 한 것이 무엇이지?

학 : 부등식을 만족하는 x 의 범위요 .

교 : 그래, 그런데 네가 지금까지 푼 과정을 보면 주어진 부등식을 만족하는

[x ] 의 범위를 1
2

[x ] 4 라고 구했고, 여기에서 이것을 이용해서 x 의 범

위를 [x ] = 1, [x ] = 2, [x ] = 3 일 때로 나누어서 구한 것이지?

학 : 네 !

교 : 그렇다면 x 의 범위를 끝까지 구해야겠지?

학 : 네 . 아 ! 무슨 말인지 알겠어요 . 그러니까 ①, ②, ③을 통틀어서 최소의

수와 최대의 수, 1 x 4 입니다 . [교정]

교 : 결과가 옳은가? 매 단계를 점검해보아라 . 자료와 조건의 활용은 적절하

였는가? 주어진 조건에 맞는가?

학 : (한참생각) 맞는 것 같은데요 .

교 : 이와 유사한 문제가 나오면 풀 수 있겠니?

학 : (잠시 생각하다가) 네 .

교 : 네가 문제를 처음 접했을 때 못 풀었던 이유가 뭐지?

학 : 조건이 무슨 뜻인지 몰라서요 .

교 : 조건을 이해하지 못해서?
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학 : 네 .

교 : 조건을 이해하는 능력이 부족했다고 했는데, 왜 그럴까?

학 : 문자만 나오면 헷갈리는 것 같아요 .

교 : 문자나 기호에 대해서 미리 겁을 낸다는 얘기인데, 이 문제에서 가우스

기호라는 새로운 정의가 주어졌을 때, 그 기호와 문자에 대해서 미리 겁을 내

고 당황하게 되니까 그 뜻을 알아듣지 못하게 되는 거다 . 사실 어떤 문제에 새

로운 정의가 주어졌다면 그 정의대로 실행을 하기만 하면 연산을 할 수 있고

문제를 풀 수 있는데 새로운 것에 대한 당혹스러움 때문에 그 뜻을 파악할 정

신이 없었던 거다 . 따라서 앞으로는 이렇게 새로운 정의가 주어지는 문제에서

는 당황하지 말고 차분히 그 정의의 뜻이 무엇인지를 생각하여야 한다 . 그러니

까 아까 문제를 풀기 전에 [ 1.4 ] , [0 .4 ] , [ - 1.4 ] 등의 값을 예를 들어 살펴보았

듯이 그 정의가 나타내는 구체적인 예를 생각해보면 새로운 정의의 내용을 이

해할 수 있게 되는 것이다 . 이렇게 해서 주어진 조건을 이해하고, 이 조건으로

이 문제가 풀리겠는가? 즉, 조건은 문제를 해결하기에 충분한가? 하는 것을 살

펴보면 문제를 성공적으로 해결할 수 있는 것이다 .

학 : 잘 알겠습니다 .

교 : 그러면 다른 문제를 하나 더 풀어보자 .

학 : 네 .

문2) x 에 대한 이차식 x 2 + 2ax + ( ka - 2k + b) 가 k 의 값에 관계없이 완

전제곱식이 되도록 a , b 의 값을 구하여라 .

교 : 문제를 큰소리로 읽어라 .

학 : (문제를 읽는다)

교 : 어떤 방법으로 문제를 풀겠는가? 풀이를 구상하여 보아라 . 아까 문제를

해결하려면 제일먼저 무엇을 한다고 했지?

학 : 문제를 파악해야 합니다 .

교 : 문제를 파악한다는 것은 무슨 뜻이지?
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학 : 문제에 주어진 조건이나 자료를 알아야 됩니다 .

교 : 그렇다면 주어진 조건은 무엇인가?

학 : k 에 관계없이 완전제곱식이 된다는 것이요 .

교 : 그 조건이 무슨 뜻을 갖고있지?

학 : 완전제곱이라는 것은 완벽하게 제곱으로 묶어진다는 거요 . [이해의 오

류]

교 : 조건이 완전제곱식이라는 것 하나뿐이니?

학 : 아니요 .

교 : 문제를 이해하기 위해서는 주어진 조건을 다른 방법으로 고쳐볼 수도

있어야 하고, 조건을 여러 부분으로 분해해 볼 수도 있어야 한다 . 이렇게 여려

부분으로 조건을 분해해 봄으로써 문제에서 의미하고 있는 뜻을 명확히 알 수

있는 기초가 되는 것이다 . 그러면, 조건을 분해하여라 .

학 : k 값에 관계없다와 완전제곱식이다라고 되는 데요 .

교 : 그래 . 그러면, k 값에 관계없다는 것이 무슨 뜻이지?

학 : k 는 무시해도 된다 . 아니, k 가 어떤 것이어도 상관없다요 .

교 : 그 말을 좀더 세련되게 수학적으로 표현하면?

학 : 아 ! 항등식이라는 것인데요 .

교 : 그렇지 ! 아까 내가 문제에서 주어진 조건을 직접 사용하여 문제를 풀기

힘들다면, 그 조건을 다른 방법으로 표현해볼 수 있어야 한다고 했지?

학 : 네 .

교 : 그러면 완전제곱식이다 라는 말을 다르게 표현해보면 어떻게 될까?

학 : (한참생각) 그냥 이차방정식밖에 생각이 나지 않는데요 . [이해의

오류]

교 : 그렇다면 이차방정식을 풀 때 어떤 방법으로 풀지?

학 : 인수분해요 .

교 : 또는?
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학 :

교 : 근의 공식을 이용해도 되고, 완전제곱식으로 바꾸어서 풀 수도 있다 . 이

세 가지가 이차방정식을 푸는 방법 . 즉, 전략이다 . 그러면, 문제에서 완전제곱식

이 된다라고 했는데, 네가 방정식과 부등식 단원에서 배운 내용 중에 이 완전

제곱식과 관계 있는 내용이 무엇이 있을까?

학 :

교 : 판별식이지? 이차식이 완전제곱식이라는 것을 판별식과 연관지어 볼 수

있다 . 그러면 이차식이 완전제곱식이 되기 위해서는 판별식이 어떻게 되어야

할까?

학 :

교 : 판별식이 0 이어야 되겠지?

학 : 네 . [교정]

교 : 지금 내가 얘기한 내용을 전에는 모르고 있었니?

학 : 아니요 . 판별식도 알았고, 완전제곱식도 알았고 . 그런데 이것들이 각각

별개의 것 인줄 알았는데요 .

교 : 문제를 풀 때 그 문제에서 주어진 조건이 무엇인지를 한번에 파악할 수

없다면 그 조건을 다르게 표현해 봄으로서 그 문제를 이해하고 주어진 조건이

문제를 해결하기에 충분한지를 알아보아야 하는데, 여러 가지 서로 연관되어있

는 수학적 내용들을 각각의 내용으로 단편적으로만 기억하고 있기 때문에, 기

초적인 문제의 이해가 안되니까 문제를 못 푸는 것이다 .

학 : 알겠습니다 .

교 : 자 ! 그렇다면 문제를 이해했으니까 다시 문제를 풀어보아라 .

학 : D = b2 - 4a c 에서

교 : 짝수판별식 알고있지? 그것을 사용해보아라 .

학 : D / 4 = b' 2 - ac 이므로, D / 4 = a 2 - 1( ka - 2k + b) = 0 , a 2 - ka + 2k - b = 0 ,
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- ka + 2k = - a 2 + b , - k + 2k = - a 2 + b
a

[처리기술의 오류]

교 : 이 단계를 점검해보자 . 풀이가 옳은가? 문제에서 구하고자하는 것이 무

엇이지?

학 : 아 ! k ( - a + 2) = - a 2 + b 에서 동류항의 계수가 같으니까, [교정]

k ( - a + 2) = - a 2 + b + 0k 에서, - a + 2 = 0 그러니까 a = 2 입니다 . 또

- a 2 + b = 0 에서 a 에 2 를 대입하면 4 + b = 0 , b = - 4 [처리기술의 오류]

교 : 단계를 점검해 보아라 . 풀이가 옳다고 확신하는가?

학 : 아 ! - 4 + b = 0 , b= 4 입니다 . [교정]

교 : 풀이가 옳다고 확신하는가?

학 : 네 .

교 : 문제를 풀 때, 문제에서 주어진 조건과 자료를 잘 파악해야하고, 이것들

이 의미하는 내용의 무엇인지를 알아야 하는데 그렇게 하려면 이 조건과 자료

를 다른 표현으로 바꾸어 볼 수 있어야 한다 . 이 때, 서로 관련 있는 수학적 내

용을 연관지어 총체적으로 생각하지 못하고 따로 떨어져 있는 별개의 내용으

로 이해하고 있기 때문에 문제를 잘 풀어낼 수 없게된다 . 따라서 앞으로 수학

을 공부할 때는 서로 관련 있는 내용을 총체적으로 파악할 수 있도록 노력해

야 한다 .

학 : 네, 잘 알았습니다 .

교 : 그러면 다음에 이와 유사한 문제가 나오면 풀 수 있겠니?

학 : 네 !

교 : 수고했다 .

⊙ D고교 37번 학생의 변화된 모습

이 학생은 처음 오류검사를 실시했을 때 주로 문제의 이해단계에서 오류를

보이던 학생이었는데, 두 개의 문항을 제시하면서 다시 면담을 실시한 결과 여
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전히 문제의 이해단계에서 오류를 범하여 문제를 해결하지 못하고 있었다 . 첫

번째, 문제1)에서는 가우스기호의 뜻을 제대로 파악하지 못하여 문제풀이에 실

패하였는데, 이처럼 새로운 정의가 주어지는 문제에서 많은 학생들이 어려움을

겪는 것 같다 . 이 때 교사는 학생들에게 새로운 정의에 대한 구체적인 예를 찾

아보게 시킴으로써 학생들의 이해를 도모할 수 있다 . 따라서 연구자는 연구대

상자에게 문제의 이해에 필요한 가우스기호의 정의를 실제 구체적인 예를 찾

아보게 시킴으로써 이해시킬 수 있었고, 이렇게 하여 어느 정도 문제풀이가 가

능하게 되었으나, 가우스기호에 대한 이해부족으로 문제를 푸는 도중에 실제로

[x ] 를 처리하여 x 의 범위를 구하지 못함으로써 문제풀이에 어려움을 겪기

도 하였다 . 그러나 가우스기호에 대한 이해를 바탕으로 결국 성공적으로 문제

를 해결할 수 있다는 것을 확인할 수 있었다 .

두 번째, 문제2)에서는 이차식, 이차방정식과 이차 부등식, 이차함수 등이 실

제로 밀접하게 연관되어 있음에도 불구하고 이들의 내용을 서로 별개의 것으

로만 기억하여 서로 관련이 있는 수학적 내용들을 총체적으로 연결지어 생각

하지 못함으로써 문제풀이에 어려움을 겪고 있었다 . 문제에 주어진 완전제곱식

이라는 조건의 내용을 다른 표현 즉, 판별식이 0 이다 라는 내용으로 고쳐서

생각하지 못함으로써 문제풀이에 어려움을 겪었다 . 또한 문제를 이해하기 위해

서는 주어진 조건을 여러 부분으로 분해해 봄으로써 그 조건들의 의미를 정확

히 파악하여야 하는데 이 경우 연구대상자는 k 의 값에 관계없이 완전제곱식

이 된다는 조건을 k 의 값에 관계없이 성립한다라는 것과 완전제곱식이 된다

라는 것으로 조건을 분해하지 못함으로써 문제풀이에 어려움을 겪고 있었다 .

따라서 연구자는 연구대상자에게 조건을 여러 부분으로 분해해 볼 것과 그 조

건들을 다른 방법으로 표현해 볼 것을 요구함으로써 연구대상자의 문제풀이에

도움을 주고자 하였다 . 그 결과 도중에 처리기술의 오류를 범하기는 했으나 문

제를 성공적으로 해결할 수 있었다 .

최근에 들어와서 문제 해결 교육을 개선하고 수학적 사고 능력을 발전시키기
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위해서는 주어진 문제를 수동적 완결적으로 다룰 것이 아니라, 능동적 발전

적으로 취급해야 한다는 주장과 함께 '문제 제기 (problem posing)'의 필요성이

대두되고 있다 . 우리가 어떤 것을 알게 된다는 것 은 단지 빈 공간에 채워 지

는 것 과는 근본적으로 다르다고 하겠다 . Brown과 Walter (1990)는 어떤 것을

알게 되는 것은 단지 구경하는 스포츠 가 아니라 참여하는 스포츠 임을 밝히

고 있다 . 즉, 그것은 우리가 이해하려고 하는 것에 작용하여 영향을 줄뿐만 아

니라 심지어 그것을 수정하기까지 하려는 적극적인 자세가 요구된다는 것이다 .

이런 태도의 육성이 바로 문제 제기의 중심적인 목표이다 .

Brown과 Walter (1990)에 의하면 문제 제기는 두 가지 방식으로 문제 해결

활동과 깊은 관련을 맺고 있다 . 첫째, 문제를 해결하는 과정에서 새로운 문제를

제기함으로써 원래의 문제를 재해석하게 되고 문제를 해결할 수 있는 단서가

생기게 된다는 데 있다 . 이 문제는 실제로 무엇을 뜻하고 있는가? 또는 이

문제의 분명한 요소처럼 보이는 것에서 그렇지 않은 부분으로 초점을 옮기면

어떻게 되는가? 와 같은 질문은 원래의 문제를 해결하려는 노력 속에 새로운

문제를 생성시키게 하는 것이다 . 둘째, 원래의 문제와는 다른 새로운 문제를 만

들고 그것을 분석해보지 않으면, 문제를 해결해 놓고서도 의미를 충분히 이해

하지 못할 때가 있다는 것이다 .

문제해결자가 문제 제기에서 얻을 수 있는 이익에는 관련된 내용을 과거와는

전혀 다른 새로운 관점에서 볼 수 있다는 것뿐 아니라 그 내용으로부터 새로

운 아이디어를 생각할 수 있다는 데에 있다 . 그 뿐만 아니라 문제 제기는 수학

에 대한 불안감을 해소하는 역할을 하기도 한다 . 왜냐하면 교사가 제시한 문제

에 대한 해답을 찾는 것만으로 이루어진 수업에서는 오답에 대한 불안감이 있

을 수 있지만, 학생 스스로 문제를 제기하는 수업에서는 자유롭게 의견을 제안

할 수 있으므로 수학이 보다 친근한 과목이 되게 할 수 있으며, 학생에게 수학

에 대한 자신감을 심어 줄 수 있는 것이다 . 또한 문제 제기는 학생들 간에 경

쟁심보다 공동 학습을 촉진시키는 역할을 할 수 있다 .
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그러나 현재의 일선 수업현장에서는 문제 해결에만 관심을 보일 뿐 문제 제

기에 대해서는 거의 관심을 갖고 있지 않다 . 교사와 학생은 단지 산이 거기에

있으니까 올라간다고 하는 것처럼, 그저 문제가 있으니까 해결한다는 입장을

취하고 있다 . 그들은 주어진 문제가 어디에서 나왔는지 알아보려고 하지 않는

것은 물론 문제가 어떻게 다르게 형식화될 수 있는지를 알려고 하지 않는 것

이 보통이다 .

따라서 학생들의 오류 (특히 이해의 오류)를 줄이기 위한 방법으로 문제 제기

를 제안하고자 한다 . 즉 문제를 해결하기 위한 수단으로 문제 제기를 제안하고

자 하는 것이다 . 학생들은 주어진 문제를 접했을 때 문제 제기를 함으로써 관

련된 내용으로부터 과거와는 전혀 다른 새로운 관점을 얻을 수 있으며, 그 내

용으로부터 새로운 아이디어를 생각할 수 있게되고, 수학에 보다 친근함을 느

끼게 되며, 수학에 대한 자신감을 가질 수 있게되어 이러한 경험을 바탕으로

하여 다른 문제가 주어졌을 때 그 문제에 대한 이해를 높일 수 있고 나아가

이해의 오류를 줄일 수 있으리라고 생각한다 .

⊙ D고교 15번 학생의 언어약정 (Verbal protocol)

문제4) 세 변의 길이가 2 , 3 , x 인 삼각형이 있다 . 이 삼각형이 예각삼각형

이 되도록 x 의 값의 범위를 구하여라 .

교 : 검사설명서 를 읽었는가?

학 : 네 .

교 : 문제를 읽고 풀이방법을 구상해보자 . 부담 없이 네가 생각하고 있는 것

을 얘기하면서 문제를 해결해 주기 바란다 .

교 : 큰 소리로 문제를 읽어라 .

학 : (문제를 읽는다)

교 : 문제를 이해하는가?

학 : 네 .
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교 : 어떤 방법으로 풀 수 있겠는가? 제일 먼저 해야할 일이 무엇일까?

학 : 삼각형에서 x 가 가장 큰 변일 때하고, 3 이 가장 큰 변일 때를 나누어

서 풀어보도록 하겠습니다 .

만일 x 가 가장 큰 변일 때 삼각형의 조건에서 x 2 + 3 이므로 x 5 이

고, 피타고라스 정리에 의하면 x 2 2 2 + 3 2 [전략선택의 오류]에서 x 2 25 이

고, x 2 5 [처리기술의 오류]

교 : 이 단계를 점검해 보자 . 자료로부터 무언가 유용한 것을 이끌어 낼 수

있을까? 풀이가 옳은가?

학 : (생각하다가) 아 ! x 2 13 이므로 - 13 x 13 [처리기술의 오류]

교 : 풀이가 옳은가?

학 : 아 ! x 의 범위 . - 13 x or x 13 . 하지만 x 는 음수일 수 없으므

로 x 13 . 따라서 13 x 5 . [교정]

이제 3 이 제일 클 경우인데 삼각형의 조건에서 2 + x 3 이므로 x 1, 그

리고 피타고라스정리에 의해 3 2 2 2 + x 2 , 9 4 + x 2 이므로 x 2 5 . 따라서

- 5 x 5 . 하지만 x 는 0 보다 커야하므로 0 x 5 이다 . 따라서

1 x 5 그러므로 1 x 5 or 13 x 5 이다 .

교 : 자 ! 이 단계를 점검해 보자 . 풀이가 맞는 것 같니?

학 : (한참 생각하다가) 또 하나의 조건이 있을 것 같은데

교 : 무슨 조건?

학 : 맞는 것 같은데요 .

교 : 정리나 정의로 되돌아가 보자 . 피타고라스정리가 뭐지?

학 : 삼각형의 세 변이 있는데요 빗변의 제곱과 나머지 다른 변의 제곱의 합

이 같으면 직각삼각형이고요 . 빗변의 제곱이 나머지 다른 변의 제곱의 합보다

크면 예각이고요 . 아니 잠깐만 . 맞는 거 같은데 [전략선택의 오류] 아 ! 둔

각인가? 아 !
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교 : 둔각삼각형이지?

학 : 네, 둔각삼각형이고요 . [교정]

교 : 우리의 문제를 보면 예각삼각형이 되도록 한다고 했는데 너는 지금 둔

각삼각형인 경우로 문제를 풀었으니까 문제가 제대로 풀리지 않은 것이지 . 다

른 과정은 다 좋았는데 말이야 .

학 : 네 .

교 : 그러면 문제를 다시 해결해보자 . 차분하게 덜렁대지 말고 .

학 : 시간이 오래 걸려도 되요?

교 : 괜찮아 !

학 : 첫 번째 x 가 제일 클 경우 .

① 삼각형의 조건에서 적어도 가장 긴 변 x 는 x 2 + 3 이므로 x 5 이

다 .

② 동시에 예각삼각형이라는 것은 피타고라스정리에 의하면, x 2 2 2 + 3 2 이

고 x 2 13 이므로 - 13 x 13 이다 . [처리기술의 오류]

교 : 이 단계를 점검해 보자 . 무엇을 하고 있는가?

학 : 아 ! (웃음) - 13 x 13 입니다 . [교정] x 는 변의 길이이므로 0

보다 크니까 0 x 13 따라서 x 5 이고 0 x 13 이어야 하니까

0 x 13

두 번째 3 이 제일 클 경우

① 삼각형의 조건에서 3 2 + x 이므로 x 1 이다 .

② 피타고라스 정리에서 3 2 2 2 + x 2 이므로 x 2 5 따라서

x - 5 or x 5 . x 0 이므로 어 ! 이상하다 . 아 ! 되는구나 !

0 x 5 따라서 1 x 5 [처리기술의 오류]

교 : 이 단계를 점검해보자 . 맞는다고 확신하는가?

학 : 아 ! x - 5 or x 5, x 0 이므로 x 5 [교정] 여기에서
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x 1이고 동시에 x 5 이므로 x 는 단순히 x 5 이다 . 따라서

0 x 13 이고 동시에 x 5 이므로 5 x 13 이다 .

교 : 결과가 옳은가?

학 : (한참 생각하며 검토해봄)

교 : 조건을 모두 활용했는가? 등을 점검해보면서 검토해야겠지?

학 : 네 .

교 : 맞는 것 같니?

학 : 풀이과정에는 문제가 없는 것 같고요, 단지 산수계산에서 자신이 없는데

요 . 맞는 것 같습니다 .

교 : 이 문제를 다른 방법으로 풀 수 있을까?

학 : (한참 생각하다가) 모르겠는데요 .

교 : x 가 제일 클 때와 3 이 제일 클 때 두 가지 경우로 나누어 문제를 해

결했는데, 이렇게 두 가지경우로 나누지 말고 2 , 3 , x 를 삼각형의 세 변이라고

놓고 문제를 풀 수도 있지 않을까?

학 : (한참 생각)

교 : 조건을 달리 표현해 보자 . 2 , 3 , x 가 삼각형의 변이 되려면 모두 양수이

어야지?

학 : 네 .

교 : 이제 정의나 정리로 돌아가 보자 . 삼각형이 되기 위한 조건이 뭐지?

학 : [전략선택의 오류]

교 : 어떤 두 변의 합도 나머지 한 변보다 크면 삼각형이 되겠지?

학 : 아 ! 네 . [교정]

교 : 그러니까 이 조건들을 생각해서 문제를 해결할 수 있지 않겠니? 제일먼

저 해야할 일이 무엇이지? 자료로부터 무언가 유용한 것을 이끌어 낼 수 있을

까? 미지인 것을 결정하는데 적절한 다른 자료를 생각해 볼 수 있을까?
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학 : 네, 그렇다면, 2 + 3 x 에서 5 x 이고 [처리기술의 오류] 3 + x 2

에서 x - 1 인데 x 0 이므로 안되고, 또 2 + x 3 에서 x 1

교 : 이 단계를 점검해 보자 . 옳다고 생각하는가?

학 : 아 ! 2 + 3 x 에서 x 5 그러니까 1 x 5 이다 . [교정] 하지만 아

까 푼 것하고 틀린데요?

교 : 이 단계를 점검해 보자 . 여기까지는 무엇을 구한 것이지?

학 : [전략선택의 오류]

교 : 처음으로 돌아가 보아라 . 구하고자 하는 것이 무엇이지?

학 : 예각삼각형이기 위한 x 의 범위요 . [교정]

교 : 그렇다면, 예각삼각형이기 위한 조건이 무엇이지?

학 : 어느 한 변의 제곱이 나머지 두 변의 제곱의 합보다 작은 거요 .

교 : 그러면 이 조건을 변형하여 식으로 만들어보아라 .

학 : x 2 2 2 + 3 2 에서 x 2 13 이고 - 13 x 13 , x 0 이므로

0 x 13 . 2 2 x 2 + 3 2 에서 4 x 2 + 9 이고 - 5 x 2 이므로 x 0 에 부

적합하다 . 3 2 2 2 + x 2 에서 9 x 2 + 4 이고 5 x 2 이므로

x - 5 or x 5 .

여기에서 구한 세 가지 범위가 공통으로 되는 것은 5 x 13

교 : 답이 맞는지 명확히 알 수 있는가?

학 : (한참 생각하다가) 맞는 것 같은데요 .

교 : 그래, 네가 문제를 해결한 방법에 대해 점검을 해보자 . 처음에 예각삼각

형과 둔각삼각형을 착각해서 전략을 잘못 생각하여 문제를 잘못 풀었는데 전

략을 제대로 세우기만 하면 풀이를 적절하게 할 수는 있다 . 물론 중간에 처리

과정에서 오류가 발생하기는 했지만, 따라서 전략의 선택을 위한 자료와 조건

을 사용하는 연습, 전에 풀어본 유사문제와의 연관관계를 생각해내기, 풀이에

사용되는 정리나 정의에 대한 공부를 좀 더 열심히 해야할 것 같다 . 또한 풀이
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중간에 문제에 포함된 핵심적 개념을 잊어버렸는데 이런 것은 주의를 요하는

일이다 .

학 : 네 .

교 : 그러면 다른 문제를 하나 더 해결해 보자 .

문5) ( a - 1)x 2 - 2( a - 1)x 가 x 의 모든 실수 값에 대하여 - 1 보다 클 때,

실수 a 의 범위를 구하여라 .

교 : 문제를 읽고 풀이를 구상해 보자 .

학 : (문제를 읽는다)

교 : 어떻게 풀 것인가? 제일 먼저 해야할 일이 무엇이지?

학 : a - 1 을 치환해서 풀거나, 아니면 ( a - 1)x 2 - 2( a - 1)x 가 x 의 모든

실수값에 대해 - 1 보다 크다고 했으니까 a - 1 0 [전략선택의 오류] 이고

판별식 D 가 0 보다 작은 경우로 풀겠습니다 .

교 : 여기서 구하고자하는 것이 뭐니?

학 : 실수 a 의 범위요 .

교 : 중요한 자료와 조건은? 조건은 구하고자하는 것을 결정하기에 충분한

가? 또는 부족한가? 또는 과다한가?

학 : 부족한 것 같은데요 .

교 : 부족한 것 같으면 문제를 다르게 표현해봐야겠지?

학 : 네 .

교 : 비슷한 문제를 풀어본 경험을 떠올려보고, 주어진 조건을 어떻게 다르게

표현할 수 있을까? 하는 것을 생각해보자 .

학 : 네 . ( a - 1)x 2 - 2 ( a - 1)x 가 - 1 보다 크니까요 .

( a - 1)x 2 - 2( a - 1)x - 1 에서 ( a - 1)x 2 - 2( a - 1)x - 1 0 이 됩니다 . 여기

서 a - 1 을 A 로 치환하면 A x 2 - 2A x - 1 0 이 되고, 그러면 판별식을 써
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야 하니까, ( - 2A ) 2 - 4A 0 또는 ( - A ) 2 - A 0 [전략선택의 오류]

교 : 이 단계를 점검해보아라 . 맞는 것 같니?

학 : 네, 된 것 같은데요 .

교 : 다시 생각해보아라 . 문제를 좀더 다르게 진술할 수 있을까?

학 : ( a - 1)x 2 - 2( a - 1)x - 1 0 인 실수 a 의 범위를 구하면 되는데요 .

교 : 여기서 어떻게 하면 될까?

학 : 아 ! a - 1 0 , a 1 이다 .

교 : 그 다음에는?

학 : 판별식이 D 0 일 때 요 . [전략선택의 오류]

교 : D 0 이면 방정식의 근이 어떤 근이 나오지?

학 : 한 근, 아니 요 . 0 보다 크면 모든 실수요 . [전략선택의 오류]

교 : 방정식의 근이 어떻게 되냐고 이차방정식이라고 생각하고 D 0 이면

이 이차방정식의 근이 어떤 근이 나오지?

학 : 실근이요 .

교 : 실근은 서로 다른 두 실근이 나온다는 얘기지?

학 : 네 .

교 : 그러면 함수의 그래프와 연관지어 생각하면 함수의 그래프가 x 축과 어

떻게 되지?

학 : 만나거나 위로 올라간다 . [전략선택의 오류]

교 : 다시 한번 생각해 보아라 .

학 : 두 점에서 만나는데요 . [교정]

교 : 우리의 문제로 다시 돌아가자 . 이차식이 0 보다 클 때 실수 a 의 값을

구하는 것이지? 이 이차식을 이차함수로 바꾸어 생각하면 그 이차함수의 그래

프는 어떻게 그려지지?

학 : x 축 위에 요 .( x 축과 두 점에서 만나는 그래프를 그려놓고 x 축 위를
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표시함) [전략선택의 오류]

교 : 아니지, 함수전체의 그래프 말이야 .

학 : 0 보다 크다면 요? x 축하고 만나지 않아요 .

교 : 그래 ! x 축하고 만나지 않으면, 판별식이 어떻게 되지?

학 : D 0 이어야 되는데요 . [전략선택의 오류]

교 : 자 ! 다시 생각해보아라 . 문제풀이에 필요한 정의 및 정리는 무엇인가?

학 : 아 ! D 0 인 데요 . [교정]

교 : 왜 혼동을 일으켰지?

학 : 이해를 잘 못했거나, 부분적으로 이해를 해서 혼동하는 것 같습니다 .

교 : 부분적으로? 부분적으로 이해했다는 것이 무슨 뜻이니?

학 : b2 - 4ac 0 이면 서로 다른 두 실근을 갖는데, 무조건 이차식이 0 보

다 크면 판별식도 0 보다 크다는 생각이 그냥 듭니다 .

교 : 네가 생각을 안하고 너무 쉽게 해결하려고 하는 것 같다 .

학 : 네 .

교 : 그러면, 계속 문제를 해결해 보자 .

학 : a - 1 0 이니까 a 1 이고 D / 4 = {- ( a - 1)}2 - ( a - 1) 0 ,

( a - 1) 2 - ( a - 1) 0 , a 2 - 2a + 1 - a + 1 0 , a 2 - 3a + 2 0 ,

( a - 1)( a - 2 ) 0 , 그러므로 1 a 2 이고 a 1 이니까 1 a 2 입니다 .

교 : 결과를 점검해보아라 . 풀이가 옳다고 확신하는가?

학 : (한참 생각하다가) 맞는 것 같은데요

교 : 문제를 다시 보자 . 문제에 포함된 핵심적인 개념은 모두 고려했는가?

학 : (문제를 읽는다)

교 : 우리가 선택한 전략이 무엇이지?

학 : 판별식이요 .

교 : 판별식은 어디에서 사용하는 것이지?
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학 : 이차방정식이요 .

교 : 문제에 주어진 식이 이차식이라는 보장이 있는가?

학 : 아니요 .

교 : 이차식이라는 조건이 없는데, 그냥 이차식이라고 생각하고 문제를 풀었

지?

학 : 네

교 : 그럼 어떻게 해야 할 까?

학 : a 1이라고 하면 되는데요 . [전략선택의 오류]

교 : a = 1 일 수는 없나?

학 : 아니요 . 아 ! a = 1 이면 0 - 1 이니까 되는구나 ! [교정] 그러면

a = 1 일 때, a 1 일 때를 가지고 풀어야 합니다 .

교 : 그렇다면 계속 풀어보자 .

학 : a = 1 일 때 성립하니까, 전체 답은 1 a 2 입니다 .

교 : 이차항의 계수가 문자이면 주어진 식이 이차식이 아닐 수도 있으므로

이런 경우도 생각해서 문제를 해결해야 하는데, 자꾸 점검해보라고 해도 틀린

부분을 찾아내지 못하는 것은 고정관념 때문인 것 같다 . 한가지에 집착하여 다

른 것을 보지 못하는 어리석음을 범하지 말자 . 그러므로 검토할 때에는 주어진

조건에서 빠트린 것이 없는지, 주어진 조건을 모두 이용했는지 등을 잘 생각해

야 하고, 만일 제기된 문제를 풀 수 없다면, 먼저 어느 정도 그와 관련된 문제

를 생각하여 보다 접근하기 쉬운 관련된 문제를 생각해 낼 수 있는가? 보다 일

반적인 문제는? 보다 특수한 문제는? 유사한 문제는? 문제를 부분적으로 풀 수

있는가? 등을 생각해보아야 하고, 조건 가운데 일부분만 남기고 다른 것은 버

렸을 때 미지인 것은 어느 정도까지 정해지는가? 자료로부터 무언가 유용한 것

을 이끌어 낼 수 있을까? 미지인 것을 결정하는 데 적절한 다른 자료를 생각해

볼 수 있을까? 새로운 미지인 것과 새로운 자료가 서로 보다 더 가깝게 되도록

하기 위해서 미지인 것이나 자료 또는 필요하다면 두 가지 다 변형할 수 있을
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까? 변형하고 일반화하면 어떻게 될까? 하는 것을 생각해보아야 한다 . 또, 자료

는 모두 사용했는가? 조건을 모두 사용했는가? 문제에 포함된 핵심적인 개념은

모두 고려했는가? 어떤 방법으로 풀겠는가? 계획이 옳은가? 등에 관해서도 생

각하여 문제를 전체적으로 어떻게 해결 할 것인가 하는 계획을 잘 수립해야하

는 것이다 .

학 : 네 . 잘 알겠습니다 .

교 : 다음에 이와 유사한 문제가 나오면 해결할 수 있겠니? 지금 우리가 여

기에서 풀어본 결과나 방법을 어떤 다른 문제에 활용할 수 있겠니?

학 : 네 .

교 : 수고했다 .

⊙ D고교 15번 학생의 변화된 모습

이 학생을 처음에 오류검사를 실시했을 때, 주로 전략선택에서 오류를 보이

던 학생이었는데, 두 개의 문항을 제시하면서 다시 면담을 실시한 결과 역시

전략선택에서 오류를 범하여 문제를 해결하지 못하고 있었다 .

첫 번째, 문제4)에서 두 가지 전략으로 문제를 풀어보게 하였다 . 하나는 연구

대상자가 스스로 생각한 전략대로 풀게 하였고, 또 하나는 연구자가 제시한 전

략으로 문제를 풀어보게 하였다 . 이 두 가지 전략에서 모두 삼각형의 조건에서

둔각삼각형이 되기 위한 조건과 예각삼각형이 되기 위한 조건을 혼동하여 문

제를 틀리게 풀이하였는데, 예각삼각형이 되기 위한 조건을 알려주자 중간에

처리기술의 오류를 범하기는 했으나 무리 없이 문제를 해결할 수 있게되었다 .

두 번째, 문제5)에서는 ( a - 1)x 2 - 2( a - 1)x - 1 0에서 좌변이 우변보다 클

경우 아무런 의심 없이 무조건 판별식에서 D 0 라고 생각하는 오류를 범하

고 있었으며, 또한 이차항의 계수가 문자일 경우 그 문자의 값에 따라 이차식

이 되지 않을 수 있음에도 불구하고 이를 무시하고 x 2 이 눈에 보인다는 것만

으로 무조건 이차식이라고 생각하는 오류를 범하고 있었다 . 그래서 오류가 발
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생할 때마다 중간 중간에 관련된 문제로 전에 풀어 본 일이 있는 문제가 있다

면 그것을 활용할 수 있을까? 그 결과를 활용할 수 있을까? 그 방법을 활용할

수 있을까? 문제를 좀더 다르게 진술할 수 있을까? 문제에 주어진 핵심적인 개

념은 모두 고려했는가? 하는 등의 질문을 함으로써 연구대상자의 주의를 환기

시킨 결과 성공적으로 문제를 해결할 수 있었다 . 또한 연구대상자에게 문제풀

이가 모두 끝난 후, 우선 관련이 있는 문제나 유사한 문제를 접해본 일이 있는

가? 유용하게 쓰일 듯한 어떤 정리를 알고 있는가? 다른 관점이나 표현은? 문

제를 좀더 다르게 진술할 수 있을까? 정의로 되돌아가 보아라 . 제일 먼저 해야

할 일은 무엇인가? 만일 제기된 문제를 풀 수 없다면, 먼저 어느 정도 그와 관

련된 문제를 생각하여 보다 접근하기 쉬운 관련된 문제를 생각해 낼 수 있는

가? 보다 일반적인 문제는? 보다 특수한 문제는? 유사한 문제는? 문제를 부분

적으로 풀 수 있는가? 등을 생각해보아야 하고, 조건 가운데 일부분만 남기고

다른 것은 버렸을 때 미지인 것은 어느 정도까지 정해지는가? 자료로부터 무언

가 유용한 것을 이끌어 낼 수 있을까? 미지인 것을 결정하는 데 적절한 다른

자료를 생각해 볼 수 있을까? 새로운 미지인 것과 새로운 자료가 서로 보다 더

가깝게 되도록 하기 위해서 미지인 것이나 자료 또는 필요하다면 두 가지 다

변형할 수 있을까? 변형하고 일반화하면 어떻게 될까? 하는 것을 생각해보아야

한다 . 또, 자료는 모두 사용했는가? 조건을 모두 사용했는가? 문제에 포함된 핵

심적인 개념은 모두 고려했는가? 어떤 방법으로 풀겠는가? 계획이 옳은가? 등

에 관해서도 생각하여 문제를 전체적으로 어떻게 해결 할 것인가 하는 계획을

잘 수립해야한다는 얘기를 해줌으로서 전략선택에서 유의해야할 내용을 알려

주었다 . 따라서 앞으로는 오류의 발생회수를 줄일 수 있으리라고 생각하며, 성

공적인 문제해결자가 될 것이라고 기대한다 .

Poly의 문제해결 과정 4단계에서 반성의 단계는 학생들이 문제해결을 통해

학습할 수 있는 결정적인 기회를 제공하는 가장 중요한 활동이라고 생각한다 .

그러나, Kantow ski(1977)는 교사가 반성하기를 강조하면서 지도하였음에도 불
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구하고 풀이를 반성하는 습관이 형성되었다는 증거는 거의 찾아 볼 수 없었다

고 보고하고 있다 . 즉 학생들은 반성하는 습관을 획득하기를 어려워한다는 것

이다 . 일선학교에서 학생들로 하여금 반성하는 습관을 기르도록 지도하는 것은

쉬운 일이 아니다 . 풀이 과정을 평가할 수 있는 시험이 없는 데다 정해진 수업

내용 (교육과정)을 지도해야 한다는 의무감이 앞서고 학생들이 예상과 달리 사

고의 혼란을 일으키기도 하기 때문이다 . 그럼에도 불구하고 반성하는 습관은

매우 중요하다 .

많은 문제가 이전의 풀이로부터 유추에 의해 해결되는 경우가 많다 . 훌륭한

문제해결자는 문제해결 결과와 그 구체적인 풀이 방법을 매우 중요하게 다루

어야 한다 . 이렇게 함으로써 다른 문제를 해결할 때 전에 풀어본 문제로 관련

된 문제에 무엇이 있는지를 생각하여 그것을 활용할 수 있는지, 그 결과를 활

용할 수 있는지, 그 방법을 활용할 수 있는지, 어떤 보조요소를 도입하면 그것

을 활용할 수 있는지를 생각해 낸다면 새롭게 주어진 문제의 해결에 많은 도

움이 될 것이다 . 그러나 현재 일선 학교 수업 현장에서는 결과를 얻어내어 답

을 맞추는 것에만 치중한 나머지 문제해결을 통해 학습을 증진시킬 수 있는

방법에 대해서는 무관심하다 .

문제해결 능력의 발달은 자기가 푸는 문제에 주의를 집중하고 반성하는 데에

의존하며, 일반적인 문제를 설정하여 그것을 풀어보는 것은 문제해결 능력의

개발에 도움이 된다고 생각한다 .

따라서 현실적으로 여러 가지 어려운 상황에도 불구하고 학생들의 오류 (특히

전략선택의 오류)를 줄이기 위한 방법으로 어떤 문제를 해결할 때 반성의 단계

를 활용하여 문제상황을 개발하고 탐구하도록 하며, 문제를 확장하여 일반화하

도록 하며, 해를 일반화하도록 하며, 문제 풀이 과정을 일반화하도록 하며, 자

기 반성 태도를 개발하도록 할 것을 제안하고 싶다 .
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⊙ D고교 24번 학생의 언어약정 (Verbal protocol)

문제2) x 에 대한 이차식 x 2 + 2ax + ( ka - 2k + b) 가 k 의 값에 관계없이

완전제곱식이 되도록 a , b 의 값을 구하여라 .

교 : 검사설명서 를 읽었는가?

학 : 네 .

교 : 문제를 읽고 풀이방법을 구상해보자 . 부담 없이 네가 생각하고 있는 것

을 얘기하면서 문제를 해결해 주기 바란다 .

교 : 큰소리로 문제를 읽어라 .

학 : (문제를 읽는다)

교 : 풀 수 있겠니? 어떤 방법으로 문제를 해결할 것인가?

학 : 완전제곱식을 만들면 될 것 같은데요 .

교 : 그러면 한번 만들어 보자 .

학 : 완전제곱식이 되려면요 . (한참 생각하다가) 아 ! 2ax의 반의 제곱을 해서

제곱을 만든 다음에 k 에 관계없이 (x + a) 2 - a 2 + ka - 2k + b = 가 완전제곱식

이니까 . k 에 관계없이 완전제곱식이 되도록 하기 위해서는 [전략선택

의 오류]

교 : 자 ! 이 단계를 점검해 보자 . (x + a) 2 - a 2 + ka - 2k + b 가 완전제곱식이

되려면 어떻게 하면 될까?

학 : (한참 생각하다가) 뒤에 있는 - a 2 + ka - 2k + b 를 모두 0 이 되게 하면

완전제곱식이 될 것 같습니다 . k 를 묶어 가지고요 . [처리기술의 오류]

교 : 왜 k 로 묶어? 그렇게 하는 이유는?

학 : k 에 관계없다고 했으니까 k 에다가 어떤 값을 대입해도

- a 2 + ka - 2k + b가 0이 되게 하기 위해서요 . 그래서 k ( a - 2) - a 2 + b = 0이 되

어야 하는데, k 에 관계없으니까 .
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교 : 다시 한번 생각해 보자 ! k 값에 관계없다는 것이 뜻하는 것이 무엇이

지?

학 : 아 ! k ( a - 2) - a 2 + b = 0 가 k 에 관한 항등식이라는 것이요 . [교정] 네 .

그러니까 a - 2 = 0 이고 - a 2 + b = 0 이어야 합니다 . 그래서 a = 2 이고

- a 2 + b = 0 에 대입하면 b = 4 입니다 .

교 : 결과를 점검할 수 있겠니? 풀이가 맞는 것 같니?

학 : (한참 생각하고 나서 검토과정을 거친 후) 맞는 것 같습니다 .

교 : 문제를 푸는 방법이 이 방법 단 한 가지인가?

학 : 잘 모르겠는데요 .

교 : 다른 풀이방법을 생각해보자 ! 이차식이 완전제곱식이라는 것을 다른 관

점에서 표현해보아라 . 즉, 문제를 좀 더 다르게 진술할 수 있을까? 정의로 되돌

아가 보자 !

학 : 아 ! 완전제곱식이라는 것은 중근을 갖는다는 것이니까 판별식이 0 이면

될 것 같은데요 .

교 : 그러면 그 방법으로 풀어보자 .

학 : D / 4 = a 2 - ( ka - 2k + b) = 0 이니까 . a 2 - ka + 2k + b = 0 [처리기술의 오

류] k ( - a + 2) + a 2 + b = 0 에서 k ( - a + 2) = 0 이고 a 2 + b = 0 이 되야 하니까 .

a = 2 이고 a 2 + b = 0 에 a = 2 를 대입하면 4 + b = 0 이 되어야하니까 . b = - 4 .

어 ! 이상하다 .

교 : 앞에서 푼 것과 답이 다르게 나왔는데 왜 그렇지? 각 단계가 올바른지

명확히 알 수 있는가? 어떤 것이 옳은 것이니?

학 : (한참 생각하다가) 잘 모르겠는데요 .

교 : 각 단계를 점검해 보자 !

학 : D / 4 = a 2 - ( ka - 2k + b) = 0 에서 a 2 - ka + 2k - b = 0 이어야 하는데 계

산상의 실수를 해서, 그래서 틀렸군요 ! 다시 하면 a = 2 , b = 4 입니다 . [교정]
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교 : 결과를 점검해 보자 . 답이 옳은 것 같은가?

학 : 네 . 맞는 것 같은데요 .

교 : 지난번에 오류검사를 했을 때는 왜 못 풀었다고 생각하니?

학 : 잘 모르겠는데요 .

교 : 아무튼 수고했다 . 다른 문제를 하나 더 풀어보자 !

문3) 이차방정식 f (x ) = 0 의 두 근의 합이 4 일 때, 방정식 f ( - x + 2) = 0

의 두 근의 합을 구하여라 .

교 : 문제를 읽고 풀이방법을 구상해보자 . 부담 없이 네가 생각하고 있는 것

을 얘기하면서 문제를 해결해 주기 바란다 .

학 : (문제를 읽는다)

교 : 풀이를 한번 구상해보자 ! 어떻게 풀겠는가?

학 : 이차방정식이라고 했으니까, 우선 ax 2 + bx + c = 0 이라고 놓고요 .

교 : 무엇을?

학 :

교 : f (x ) 를

학 : 네 .

교 : 그렇게 하는 이유는?

학 : f (x ) = ax 2 + bx + c = 0 이라고 놓고요, 두 근의 합을 구하기 위해서요 .

그러면, 두 근의 합은 - b
a
가 두 근의 합이니까 . - b

a
= 4 가 됩니

다 . 그러니까 - b = 4a 가 됩니다 . 우선 이 식을 여기다 대입해 보면

교 : 어떤 식을 어디에다 대입해? 그렇게 하는 이유는?

학 : f ( - x + 2) = 0 을 f (x ) = 0 에 대입하면, ( - x + 2) 2 + b( - x + 2) + c = 0

이 됩니다 . [처리기술의 오류]

교 : 이 단계를 점검해 보자 ! 맞는 것 같니?
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학 : (다시 생각해보다가) 아 ! a ( - x + 2) 2 + b( - x + 2) + c = 0 [교정] 를 풀어

보면, a (x 2 - 2a + 4) - bx + 2b + c = 0 [처리기술의 오류]

교 : 무엇을 하고 있는가? 계산이 제대로 된 것 같니?

학 : 전개하면 아 ! a (x 2 - 2x + 4) - bx + 2b + c = 0 [처리기술의 오류]

교 : 다시 한번 단계를 점검해 보자 . 제대로 된 것 같니?

학 : (각 단계를 점검하며, 한참 생각하다가) a (x 2 - 4x + 4) - bx + 2b + c = 0

이고 [교정] , 다시 전개하면 ax 2 - 4ax + 4a - bx + 2b + c = 0 이고, 이것을 x 끼

리 묶으면 ax 2 - (4a + b)x + 4a + 2b + c = 0 이고, 두 근의 합이 마이너스 마이너

스는 플러스니까, 4a + b
a
는 [처리기술의 오류]

교 : 여기에서 어떻게 해야하지? 다시 처음 주어진 정보에서 새로 출발하여

보자 . 무엇을 하고있지?

학 : 합이요, 두 근의 합을 구하는 것인데요 . 4a + b
a
가 두 근의 합이니까,

[교정] 4a + b
a
에 b = - 4a 를 연립하면, 아니 대입하면, 4a - 4a

a
= 0 이 된다 .

교 : 그 풀이가 옳다고 생각하니? 결과를 점검할 수 있니?

학 : 네 .

교 : 이 문제를 푸는 방법은 단 한 가지인가?

학 : 잘 모르겠는데요 .

교 : 이 문제를 다른 방법으로 해결할 수 있는가?

학 : (한참 생각하다가) 생각나지 않는데요 . (한참 생각함)

교 : 다른 방법으로 생각해 보자 ! 방정식의 두 근이 주어지면 그 방정식을 만

들어 볼 수 있지?

학 : 네 .

교 : 그렇다면 이차 방정식의 두 근을 이용해서 이차식을 만들어 볼 수 있지
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않겠니? 어때 ! 이런 방법으로도 해결할 수 있을 것 같은데 !

학 : 두 근을 , 라고 하면, a (x - )(x - ) = 0 이라고 했을 때

교 : 그렇게 하는 이유는? a (x - )(x - ) = 0 가 무엇이지?

학 : f (x ) 요 . f (x ) = a (x - )(x - ) = 0 라고 했을 때, + = 4 이고

[처리기술의 오류]

교 : 처음 주어진 정보에서 새로 출발하여 보자 ! 구하고자 하는 것이 무엇이

지?

학 : f ( - x + 2) = 0 의 두 근의 합이요 . (한참 생각)

교 : 어떻게 하면 될까? 여기서부터는 아까 풀었던 것과 같다 . 아까 어떻게

풀었지?

학 : 대입해서요 . f (x ) 에다가 대입해 보면, [교정]

a ( - x + 2 - )( - x + 2 - ) = 0 [처리기술의 오류]

교 : 그것이 뜻하는 것이 뭐지?

학 : f ( - x + 2) 요,

f ( - x + 2) = a ( - x + 2 - )( - x + 2 - ) = 0 에서 - x + 2 - = 0 이거나

- x + 2 - = 0이면 f ( - x + 2) = 0가 됩니다 . - x + 2 - = 0 와 - x + 2 - = 0

의 변끼리 빼보면 . [처리기술의 오류]

교 : 무엇을 하고 있니? 왜 그렇게 빼지?

학 : 두 근을 연립해야 하니까요 .

교 : f ( - x + 2) = a ( - x + 2 - )( - x + 2 - ) = 0 에서 x 를 구하면 그 x 가

뜻하고 있는 것은 뭐니?

학 : 근이요 . f ( - x + 2) = 0 의 근이요 . 그러면, 아 ! x = 이니까 .

- + 2 - = 0 에서 - 2 + 2 = 0, = 1 이요 . [처리기술의 오류]

교 : 자 ! 이 단계를 점검해 보자 . x = 가 갑자기 어디서 나온 것이지?

학 : x 에 를 넣었을 때요 .
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교 : 여기에서 가 뭐니?

학 : 근이요 .

교 : 무슨 근?

학 : f ( - x + 2) = 0 의 근이요 . [문제 파악 미숙에 의한 오류]

교 : 아니지 . 잘 생각해봐라 .

학 : f (x ) = 0 의 근이요 . [교정]

교 : 지금 무엇인가 혼동하고 있지?

학 : 네 .

교 : 그럼 다시 해 보자 . 아까 구한 x 가 뭐였지? - x + 2 - = 0 또는

- x + 2 - = 0 에서 x 를 구할 수 있지?

학 : 여기서요? 구할 수 없는데요 . [처리기술의 오류]

교 : 왜 구할 수 없다고 생각하지?

학 : 아 ! x = 2 - , x = 2 - 요 . [교정]

교 : 지금 구한 이 x 값은 무엇이지?

학 : f (x ) = 0 의 근이요 . [문제 파악 미숙에 의한 오류]

교 : 아니지 ! 다시 생각해보아라 .

학 : f ( - x + 2) = 0 의 근이요 . [교정]

교 : 다시 처음으로 돌아가자 . 무엇을 하고있니?

학 : 합을 구하는 것인데요

교 : 무슨 합?

학 : f (x ) = 0 의 합이요 . [처리기술의 오류]

교 : 아니지 . 다시 생각해 보아라 .

학 : f ( - x + 2) = 0 의 합이요 . [교정]

교 : 그래 ! 이미 두 근이 나왔잖아 ! 그것을 합하면 되지 않니?

학 : 아닌데요 . (한참 생각)
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교 : 왜 아니라고 생각하는가?

학 : 아 ! 두 근 x 를 더하면, x = 2 - 와 x = 2 - 를 변변 더하면,

2x = 4 - - [처리기술의 오류]

교 : 이 단계를 점검해 보자 ! 우리가 지금 f ( - x + 2) = 0 의 두 근의 합을 구

하려고 하는데 이미 f ( - x + 2) = 0의 두 근을 구하지 않았니?

학 : 아 ! 2 - + 2 - = 4 - ( + ) = 4 - 4 = 0 요 . [교정]

교 : 풀이가 맞는 것 같니? 결과를 점검할 수 있니?

학 : 네

교 : 자 ! 지금 까지 우리는 같은 문제를 두 가지 방법으로 풀어볼 수 있었지?

학 : 네 .

교 : 어떤 주어진 문제를 풀 때에는 한 가지 방법으로만 풀 수 있는 것이 아

니고, 여러 가지 방법으로 풀 수 있는데, 그 중에서 적절한 전략을 선택하여 네

가 푸는 것이고 여기에서 중요한 것은 문제를 이해하고 어떻게 문제를 풀어

나갈 것인가 하는 전략을 수립하는 일인데, 이는 네가 이미 학습한 수학적 내

용이나 전에 풀어 보았던 문제 중에서 관련이 있는 문제나 유사한 문제를 보

고 그것을 활용할 수 있을까? 그 결과를 활용할 수 있을까? 그 방법을 활용할

수 있을까? 등을 생각하여 가장 적절하다고 생각되는 전략을 찾아내어야 하는

것이다 . 그리고 풀이과정 중에는 수립한 계획을 실행함에 있어서 매 단계를 점

검하여 각 단계가 옳은 지를 확인하여야 하며, 문제를 그렇게 푸는 이유가 무

엇인지, 또 지금 내가 무엇을 하고 있는지 등을 항상 생각하여야 하고, 다른 방

법으로의 접근을 생각해 보고, 만일 문제가 잘 풀리지 않는다면 처음 주어진

정보에서 새로 출발하여 혹시나 놓친 것은 없는지를 점검해 보아야 하고,. 또

그 문제를 푸는 방법은 단 한 가지인가? 결과가 옳은가? 맞는다고 확신하는가?

하는 것 등을 항상 자기 스스로에게 질문해봄으로써 스스로 오류를 줄일 수

있는 방법을 찾아야 한다 . 또한 답이 나왔다면, 그 답이 옳은지 결과가 옳은지

맞는다고 확신하는지 등을 생각하고 점검해 보아야 한다 . 끝으로 다른 풀이 방
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법은 없는지 주어진 조건을 모두 활용했는지 결과를 다른 방법으로 이끌어 낼

수는 없는지 결과나 방법을 어떤 다른 문제에 활용할 수 있는지 등을 생각해

보고 유사한 문제를 만들어 보는 습관을 가져야 한다 .

학 : 네 잘 알겠습니다 .

교 : 수고했다 .

⊙ D고교 24번 학생의 변화된 모습

이 학생은 처음에 오류검사를 실시했을 때, 주로 처리기술에서 오류를 보이

던 학생이었는데, 두 개의 문항을 제시하면서 다시 면담을 실시한 결과 여전히

처리단계에서 오류를 범하여 문제를 해결하지 못하고 있었다 .

첫 번째, 문제2)에서는 연구 대상자가 오류검사의 결과 처리기술의 오류를

범하였으므로 두 가지 전략을 사용하여 문제를 풀어보게 하였다 . 하나는 연구

대상자가 생각해낸 전략대로 풀어보게 하였고, 또 하나는 연구자가 제시한 전

략으로 문제를 풀어보게 하였다 . 그 결과 두 가지 전략에서 모두 처리기술의

오류를 범하였다 . 그 때마다 그렇게 하는 이유는? 각 단계가 옳은지 명확히 알

수 있는가? 그 것이 뜻하는 것이 무엇인가? 결과가 옳은가? 등의 질문를 하여

연구대상자로 하여금 스스로 오류를 수정해 나가게 하였다 . 그 결과 성공적으

로 문제를 풀 수 있게 되었다 .

두 번째, 문제3)에서도 역시 두 가지 전략을 사용하여 문제를 풀어보게 하였

는데 여기에서도 두 가지 모두에서 처리기술의 오류를 범하였다 . 역시 문제2)

의 경우와 마찬가지로 그 때 마다 각 단계를 점검하게 시켰고, 풀이가 옳은 것

같은가? 계산이 제대로 된 것 같은가? 처음 주어진 정보에서 새로 출발하여 보

아라 . 무엇을 하고 있는가? 그 단계가 옳다고 생각하는가? 왜 그렇게 생각하는

가? 처음으로 다시 돌아가 보아라 . 무엇을 하고 있는가? 그 단계를 점검해보아

라 . 하는 등의 질문을 함으로써 연구대상자 스스로 오류를 수정하면서 문제를

해결하게 하였다 . 그 결과 성공적으로 문제를 해결할 수 있게 되었다 . 끝으로
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수학문제해결에 있어서 풀이과정 중에는 항상 수립한 계획을 실행할 때 매 단

계를 점검하여 각 단계가 옳은 지를 확인하여야 하며, 문제를 그렇게 푸는 이

유가 무엇인지, 또 지금 내가 무엇을 하고 있는지 등을 항상 생각하여야 하고,

다른 방법으로의 접근을 생각해 보고, 만일 문제가 잘 풀리지 않는다면 처음

주어진 정보에서 새로 출발하여 혹시나 놓친 것은 없는지를 점검해 보아야 하

고, 또 그 문제를 푸는 방법은 단 한 가지인가? 결과가 옳은가? 맞는다고 확신

하는가? 하는 것 등을 자기 스스로에게 질문해봄으로써 스스로 오류를 줄일 수

있는 방법을 찾아내야 한다는 것을 알려줌으로써 전보다는 오류의 발생회수를

줄일 수 있으리라고 기대하게 되었다 .

일반적으로 답을 구하는 문제의 경우 그 중요 부분은 미지의 것, 자료, 조건

이며 증명하는 문제의 경우에는 중요 부분을 가정과 결론으로 볼 수 있다 . 그

러나 이는 문제의 구성요소를 단순하게 파악한 것이다 . 흔히 수학 문제에서는

연산 및 조작이 문제를 해결하는 결정적인 단서가 되기도 한다 . 또한 수학 문

제 이외의 문제에서는 연산 및 조작의 역할이 더욱 크다고 할 수 있다 . 예를

들어 다음과 같은 문제를 풀기 위해서는 저울에 무게를 재는 조작의 암시적

성질, 즉 저울을 한 번 사용할 때마다 나오는 결과는 두 가지가 아니라 세 가

지라는 사실을 알아야만 한다 .

여기에 24개의 금화가 있다. 이 중 23개는 무게가 같고 나머지 하나는

다른 것보다 무겁다고 한다. 어느 금화가 무거운 것인지 가려내는데 양팔

저울을 되도록 적게 사용하고 이것을 알아내는 방법을 말해보아라.

따라서 문제해결자가 문제를 접했을 때 주의를 기울여야 하는 문제의 주된

구성 요소에는 연산 및 조작이 반드시 포함되어야 하며 교사는 이를 학생에게

주지시켜야 한다 . 결국 문제를 파악할 때 문제의 주된 구성요소로 그 문제를

해결하기 위한 연산 및 조작에는 무엇이 있는지를 파악하게 함으로써 문제해
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결자가 범하는 처리기술의 오류를 줄일 수 있다고 생각한다 .

또한 학생이 몇 줄이나 되는 긴 계산을 했을 때 마지막 줄을 보면 계산이 틀

린 것을 알게되지만 교사는 곧바로 틀렸다고 말하는 것을 삼가 하고 그 학생

과 한 줄 한 줄씩 검토하면서 계산의 오류를 학생 스스로 발견하게 하여야

한다 . 그 과정에서 그는 어떤 것을 배우게 된다 . 그러나 단번에 이것은 틀렸

다 고 말해 버린다면 그 학생은 화가 나게 될 것이며 그 후에 교사가 말하는

것에 주목하려 들지 않을 것이다 . 이것은 틀렸다 라는 말을 너무 자주 하게 되

면 그 학생은 수학교사와 수학을 싫어하게 될 것이고 교사의 모든 노력은 그

학생에게 관한 한 실패할 것이다 . 틀렸다 라고 말하는 대신 가능하면 옳다 . 그

러나 라고 서두를 꺼낸다면 이는 위선적인 행동이라기보다는 오히려 인

간적인 행동이다 . 결국 억지로 강요하지 말고 제안하는 방법이 학생들이 계산

의 오류를 발견하게 하는 좋은 방법이라고 생각한다 .

따라서 학생들의 오류 (특히 처리기술의 오류)를 교정하는 좋은 방법은 문제

를 파악할 때 문제의 주된 구성요소로 그 문제를 해결하기 위한 연산 및 조작

에는 무엇이 있는지를 파악하게 함으로써 문제를 어떻게 풀어야 할지를 생각

하도록 하고 또한 억지로 강요하지 말고 제안함으로서 학생 스스로 오류를 발

견하여 이를 수정하도록 하는 방법을 제안하고 싶다 .

B . 논의

본 연구에서 밝혀진 연구 결과를 선행 연구와 관련지어 연구 문제별로 그 결

과를 논의하면 다음과 같다 .

첫째, 인문계 고등학교 1학년 학생들의 이차방정식과 부등식 문제 해결 과정

에서 학생들이 흔히 범하는 오류의 유형을 설정해서 분류해 보았다 . 인천광역

시에 소재하고 있는 인문계고등학교에서 성적수준이 중위권인 세 개 학교 (D고

교, Y고교, S고교)를 선정하여 각각 1학년학생 한 개 학급씩 총 세 개 학급
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132명을 대상으로 오류검사를 실시한 결과 학생들이 흔히 범하는 오류의 유형

은 전략선택의 오류 (41.46%), 이해의 오류 (23.93%), 처리기술의 오류 (19.96%),

애매 모호한 오류 (8.41%), 반성의 미 실행에 의한 오류 (6.24%)의 순서로 나타났

다 . 각 학교별로 나타난 오류의 유형을 살펴보면 다음과 같다 .

D고교의 경우, 전략선택의 오류 (14.90%), 이해의 오류 (9.25%), 처리기술의 오

류 (6.25%), 애매 모호한 오류 (2.52%), 반성의 미 실행에 의한 오류 (2.40%)의 순

서로 나타났다 .

Y고교의 경우, 전략선택의 오류 (14.14%), 이해의 오류 (9.01%), 처리기술의 오

류 (7.93%), 반성의 미 실행에 의한 오류 (2.88%), 애매 모호한 오류 (2.52%)의 순

서로 나타났다 .

S고교의 경우, 전략선택의 오류 (12.38%), 처리기술의 오류 (5.77%), 이해의 오

류 (5.65%), 반성의 미 실행에 의한 오류 (3.36%), 애매 모호한 오류 (1.92%)의 순

서로 나타났다 . 세 학교 모두에서 전략선택의 오류가 가장 많이 발생하였다는

것은 학생들이 수학적 정리나 정의를 이해하는 데에 문제가 있다는 것을 나타

내는 것이며, 또한 학생들이 문제풀이의 경험이 없다는 것을 드러내는 것이다 .

따라서 앞으로의 수학과 수업에 있어서는 충분한 개념학습을 강조함과 아울러

이를 활용할 수 있는 지도에 중점을 두어야 하고, 학생들에게 스스로 문제를

풀어볼 수 있는 기회를 보다 많이 제공함으로써 학생들에게 문제풀이의 경험

을 제공하여야 한다고 생각한다 . 한편, 각 학교에서 나타난 오류의 발생 빈도를

비교해 볼 때 인천광역시내에서는 지역간의 차이가 그리 심하지 않다고 생각

한다 .

둘째, 이차방정식과 부등식 문제 해결 과정에서 학생들이 흔히 범하는 오류

의 원인을 찾아볼 수 있었다 . 학생들은 방정식과 부등식에 관한 수학문제해결

과정에서 정리나 정의를 정확히 이해하고 기억하여 문제풀이에 적용하고 실행

하는 데 가장 어려움을 겪고 있었으며, 서로 관련된 수학적 내용을 총체적으로

이해하지 못하고 별개의 것으로 따로 기억하고 있었다 .
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Skemp(1987)의 실험에 의하면 이해를 강조하여 수학의 정리나 정의를 지도

한 집단은 그렇지 않은 집단보다 실험 후의 기억 정도 및 전이 정도에서 좋은

효과를 나타내어 문제 풀이에 효율적인 반응을 보였다고 한다 (김옥경 . 1990).

따라서, 정리를 지도할 때 학생들이 이해를 잘 할 수 있도록 그 정리가 조건

또는 가정에 따라 어떤 문제에 용이하게 쓰인다는 것을 강조하여 지도할 필요

가 있다 . 또한 많은 학생들이 논리적으로 연역은 어느 정도 해 내지만 그 근거

를 밝히지 못하는 것은 평소 문제를 해결할 때 근거를 기술하는 습관이 부족

하거나 정리의 내용을 명확히 이해하지 못하고 있는 것으로 보인다 . 따라서 주

관식 문제에 대한 평가를 실시하여 학생들의 문제풀이 과정의 채점을 정확히

함으로써 학생들에게 근거에 입각하여 정확한 표현을 하게 하는 연습을 시켜

야 하며, 기호나 부호를 바르게 사용할 수 있도록 지도하고, 부주의 또는 실수

로 인한 기술적인 오류를 줄일 수 있도록 해야하겠다 .

김옥경 (1990)은 고등학교 수학에서 발생하는 수학적 오류의 분류 모델에 관

한 연구에서 교과 내용 전 영역에 걸친 문제풀이 과정에서의 오류를 분류하였

는데, 곡해된 정리나 정의 ( 30 .2 % )에 대한 오류가 가장 많이 발생한 것으로 주

장하고 있다 . 여기에서 이차방정식과 부등식의 문제해결뿐 아니라 다른 영역에

서도 정리나 정의의 부적절한 적용과 실행이 가장 많이 나타나고 있음을 볼

수 있다 .

학생들의 오류 경향을 최소화하기 위해서는 어떤 학습형태가 바람직 할 것인

가? 각각의 오류의 범주를 최소화 할 수 있는 효과적인 수학교수법이 창안된다

면 우리 나라 수학교육의 발전에 조금이나마 도움이 되리라고 생각한다 . 이런

의미에서 연구자는 본 자료를 토대로 하여, 일선 수업현장에서 학생들을 지도

함에 있어 염두에 두어야 할 내용들을 다음과 같이 제안하고자 한다 .

① 교과학습에서 충분한 개념학습을 강조함과 아울러 이를 활용할 수 있는

지도에 중점을 두어야 한다 .

② 학생들의 논리적 사고 함양을 위해 교육자 자신부터 논리적 사고의 태도
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를 보여야 한다 .

③ 문제해결시 우선 문제를 부분적으로보다는 전체적으로 파악하고 주어진

조건들을 종합 재구성할 수 있는 능력이 길러질 수 있도록 지도해야 한다 .

④ 교재 연구시 각 단원마다 학생들이 오류를 범하기 쉬운 내용들을 충분히

연구하여, 미리 학생들에게 반례 (Counter example)를 들어 보임으로써 학생들

의 오류를 최소화해야 한다 .

⑤ 학생들에게 동일한 문항을 여러 형태로 제시해 보임으로써 다양한 방법으

로 학생들이 문제를 이해하고, 이를 해결할 수 있는 능력을 길러 누어야 한다 .

⑥ 수업시간 중에 학생들에게 문제를 해결할 수 있는 기회를 많이 부여하고

교사는 학생들의 사고의 진행과정을 파악하기 위해 노력해야 한다 .

⑦ 문제를 풀이하는 방법은 하나만 존재하는 것이 아니라 여러 가지 풀이 방

법이 있다는 것을 보여줌으로써 이런 다양한 풀이방법을 다른 문제의 풀이에

이용할 수 있도록 지도해야 한다 .

⑧ 학습과정에서 발생하는 오류는 학습의 실패 원인에 대한 가치 있는 정보

를 제공하고 그 대안을 제시한다는 점을 고려해 볼 때, 효과적인 수학교육을

위해서는 문제의 결과보다는 문제를 풀어나가는 과정에서 발생하는 오류현상

에 보다 관심을 두어 그 인지적 원인을 파악하고 수정해 나가는 노력이 이루

어져야 한다 . 현재 일선 학교에서 행해지고 있는 정규고사 (중간, 기말고사)는

객관식위주의 시험이고 (대부분 객관식대 주관식의 비율이 7 : 3 내지는 6 : 4

임) 주관식도 채점에 따른 여러 가지 불안요소 (시간이 많이 소요됨, 공평성 문

제, 책임성 문제 등) 때문에 단답형 내지는 완성형의 형태로 제시되고 있는 실

정이다 . 학습의 실패원인을 진단하고 처방하기 위해서 학생들이 문제를 어떻게

푸는지 그 과정을 면밀히 검토해 볼 필요가 있다는 것에는 이론의 여지가 없

다고 하겠다 . 그러나 현재와 같은 실정에서 교사는 학생들의 문제풀이과정을

지켜볼 기회가 많지 않다 . 따라서 정규고사를 모두 주관식 서술형위주로 출제

하고 (경우에 따라서는 단답형 이나 완성형도 포함시켜 운영의 묘를 살릴 수 있
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다), 교사는 교육자적 양심을 가지고 공정한 채점을 하며 평가 후 에는 반드시

오류분석을 하여 그 결과를 학생들에게 알려줌으로써 두 번 다시 그와 같은

오류를 범하기 않도록 추수지도를 해야 한다 .

셋째, 이차방정식과 부등식 문제 해결 과정에서 학생들이 흔히 범하는 오류

의 교정과정을 밝혀볼 수 있었다 . D고교 학생 3명을 대상으로 1 : 1로 면담을

실시함에 있어서 학생들의 인지적 활동을 유도하기 위한 초점을 맞춘 질문을

한 결과 세 학생 모두 성공적으로 문제를 해결할 수 있었다 . 따라서 Polya가

제시한 문제해결을 위한 4단계전략을 구체적인 문제 상황에 적용할 수 있는

세부전략으로 좀더 상세히 하여 학생들에게 각 전략의 명칭을 주지시킨다 . 이

렇게하여 학생들로 하여금 각 전략에 대한 명칭의 언급이나 연상만으로도 그

전략을 사용할 수 있도록 전략자체를 직접 가르침으로써 학생들에게 문제해결

을 절차를 가르치는 기술이 아니라 하나의 학습법으로 가르친다면 학생들은

오류를 훨씬 더 많이 줄일 수 있으리라고 생각한다 .

아울러 각 오류 유형 중 이해의 오류, 전략선택의 오류, 처리기술의 오류를

줄이기 위한 방법으로 문제 제기, 반성의 단계를 활용하기, 연산 및 조작을 활

용하기를 강조하여 가르칠 필요가 있다 .
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Ⅵ . 결론 및 제언

A . 결론

본 논문에서는 학생들이 수학 문제 해결과정에서 흔히 나타내는 오류의 유형

을 분류해보고, 그 원인을 찾아보며, 학생들과 1 : 1로 면담을 통하여 그들의

문제해결 과정에서 교사가 적절하게 초점을 맞춘 질문을 하여 학생들의 인지

적 활동을 유도함으로써 오류의 교정과정을 살펴보고자 하였다 .

연구의 목적을 달성하기 위하여 다음과 같은 세 가지 연구 문제를 설정하였

다 : (1) 이차방정식과 부등식 문제 해결 과정에서 학생들이 흔히 범하는 오류의

유형을 설정해서 분류할 수 있는가? (2) 이차방정식과 부등식 문제 해결 과정

에서 학생들이 흔히 범하는 오류의 원인을 찾아볼 수 있는가? (3) 이차방정식

과 부등식 문제 해결 과정에서 학생들이 흔히 범하는 오류의 교정 과정을 밝

혀낼 수 있는가?

본 연구를 수행하기 위해서 인천광역시에서 학력수준이 중위권에 있는 인문

계고등학교 중에서 D, Y, S 세 개 고등학교를 선정하여 오류의 유형분류와 원

인분석을 하기 위하여 각 학교에서 한 학급씩 세 학급 전체 132명의 학생을

선정하였으며, 오류의 교정과정을 알아보기 위하여 D고등학교 학생 3명을 연구

대상으로 선정하였다 . 오류 검사를 하기 위한 오류 검사지는 이차방정식에 관

한 문항 8개와 이차부등식에 관한 문항 5개 총 13개 문항으로 구성하였다 . 또

한 오류의 교정 과정을 살펴보기 위한 교정 검사지는 위의 오류 검사지의 문

항과 비슷한 유형의 문항으로 이차방정식에 관한 문항 2개, 이차부등식에 관한

문항 2개, 이차방정식과 이차부등식을 하나의 범주로 연결하는 문항 1개를 작

성하여 D고교 학생들 중 사전 오류 검사에서 비슷한 오류를 범한 학생 3명을

선정하여 각 학생에게 두 문항씩을 제시하고 면담을 실시하였다 . 그 결과 다음
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과 같은 결론을 얻을 수 있었다 .

첫째, 학생들이 흔히 범하는 오류의 유형은 전략선택의 오류 (41.46%), 이해의

오류 (23.93%), 처리기술의 오류 (19.96%), 애매 모호한 오류 (8.41%), 반성의 미

실행에 의한 오류 (6.24%)의 순서로 나타났다 .

여기에서 오류의 발생빈도를 보면 세 학교 모두에서 전략선택의 오류가 가장

많이 발생했다는 것을 알 수 있다 . 이것은 학생들이 수학적 정리나 정의를 이

해하는 일에 문제가 있다는 것을 나타내는 것이며, 또한 학생들이 문제풀이의

경험이 없다는 것을 드러내는 것이다 . 따라서 앞으로의 수학과 수업에 있어서

는 충분한 개념학습을 강조함과 아울러 이를 활용할 수 있는 지도에 중점을

두어야 하고, 학생들에게 스스로 문제를 풀어볼 수 있는 기회를 보다 많이 제

공함으로써 문제풀이의 경험을 많이 가질 수 있도록 하여야 한다고 생각한다 .

둘째, 앞서 분석한 오류모델과 그 빈도수를 토대로 하여 학생들이 흔히 범하

는 오류의 원인을 살펴보면 다음과 같다 .

① 학생들은 아마도 그들이 배운 정리나 정의를 확실히 이해하지 못하거나

또는 알고 있으면서도 활용할 수 있는 능력이 부족하다 .

② 학생들은 전에 풀어본 문제와 연관짓기를 못하거나 문제를 다르게 진술하

지 못하는 경우가 많다 .

③ 문제에 포함된 핵심적 개념을 잃어버리거나 고려하지 못하는 경우가 많

다 .

④ 학생들은 주어진 문제를 풀기 위해 문제의 조건으로 주어진 자료를 무시

하거나 혹은 잘못 사용하는 경우가 많다 .

⑤ 학생들은 문제에 주어진 조건을 여러 부분으로 분해함으로서 문제풀이에

필요한 정보를 찾아내어야 하는데 조건을 여러 부분으로 분해하지 못하는 경

우가 많다 .

⑥ 학생들은 문제의 유형에 따라 답하는 경향이 다르다 . 즉, 주어진 문제를

기호나 식, 그림, 문장제 등의 어떤 형태로 주어졌을 때, 이 문제를 풀기 위해
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다른 형태로 번역하는 과정에서 많은 실수를 한다 .

⑦ 학생들이 너무나 잘 알고 있으리라 믿었던 계산상의 오류경향도 많았다 .

⑧ 학생들은 아무런 근거 없이 논리적으로 부적절한 확대 해석을 한다 .

셋째, 학생들의 오류 교정 과정을 살펴보기 위하여 D고교 학생 3명과 면담을

실시하여 Ⅴ장에서 제시한 언어약정과 부록으로 제시한 쓰여진 약정을 얻을

수 있었으며, 학생들의 인지적 활동을 유도할 수 있는 초점을 맞춘 질문을 사

용하여 학생들이 스스로 융통성 있는 사고를 하게 함으로써 3명의 학생 모두

가 성공적으로 문제를 해결할 수 있었다 . 따라서 Polya가 제시한 문제해결을

위한 4단계전략을 구체적인 문제 상황에 적용할 수 있는 세부전략으로 좀더

상세히 하여 학생들에게 각 전략의 명칭을 주지시킨다 . 이렇게하여 학생들로

하여금 각 전략에 대한 명칭의 언급이나 연상만으로도 그 전략을 사용할 수

있도록 전략자체를 직접 가르침으로써 학생들에게 문제해결을 절차를 가르치

는 기술이 아니라 하나의 학습법으로 가르친다면 학생들은 오류를 훨씬 더 많

이 줄일 수 있으리라고 생각한다 .

아울러, 각 오류 유형 중 이해의 오류, 전략선택의 오류, 처리기술의 오류에

대한 교정방법을 문제 제기, 반성의 단계를 활용하기, 연산 및 조작을 활용하기

와 연관하여 다음과 같이 제안하고자 한다 .

1) 이해의 오류의 경우

최근에 들어와서 문제 해결 교육을 개선하고 수학적 사고 능력을 발전시키기

위해서는 주어진 문제를 수동적 완결적으로 다룰 것이 아니라, 능동적 발전

적으로 취급해야 한다는 주장과 함께 '문제 제기 (problem posing)'의 필요성이

대두되고 있다 . 우리가 어떤 것을 알게 된다는 것 은 단지 빈 공간에 채워 지

는 것 과는 근본적으로 다르다고 하겠다 . Brown과 Walter (1990)는 어떤 것을

알게 되는 것은 단지 구경하는 스포츠 가 아니라 참여하는 스포츠 임을 밝히

고 있다 . 즉, 그것은 우리가 이해하려고 하는 것에 작용하여 영향을 줄뿐만 아
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니라 심지어 그것을 수정하기까지 하려는 적극적인 자세가 요구된다는 것이다 .

이런 태도의 육성이 바로 문제 제기의 중심적인 목표이다 .

Brown과 Walter (1990)에 의하면 문제 제기는 두 가지 방식으로 문제 해결

활동과 깊은 관련을 맺고 있다 . 첫째, 문제를 해결하는 과정에서 새로운 문제를

제기함으로써 원래의 문제를 재해석하게 되고 문제를 해결할 수 있는 단서가

생기게 된다는 데 있다 . 이 문제는 실제로 무엇을 뜻하고 있는가? 또는 이

문제의 분명한 요소처럼 보이는 것에서 그렇지 않은 부분으로 초점을 옮기면

어떻게 되는가? 와 같은 질문은 원래의 문제를 해결하려는 노력 속에 새로운

문제를 생성시키게 하는 것이다 . 둘째, 원래의 문제와는 다른 새로운 문제를 만

들고 그것을 분석해보지 않으면, 문제를 해결해 놓고서도 의미를 충분히 이해

하지 못할 때가 있다는 것이다 .

문제해결자가 문제 제기에서 얻을 수 있는 이익에는 관련된 내용을 과거와는

전혀 다른 새로운 관점에서 볼 수 있다는 것뿐 아니라 그 내용으로부터 새로

운 아이디어를 생각할 수 있다는 데에 있다 . 그 뿐만 아니라 문제 제기는 수학

에 대한 불안감을 해소하는 역할을 하기도 한다 . 왜냐하면 교사가 제시한 문제

에 대한 해답을 찾는 것만으로 이루어진 수업에서는 오답에 대한 불안감이 있

을 수 있지만, 학생 스스로 문제를 제기하는 수업에서는 자유롭게 의견을 제안

할 수 있으므로 수학이 보다 친근한 과목이 되게 할 수 있으며, 학생에게 수학

에 대한 자신감을 심어 줄 수 있는 것이다 . 또한 문제 제기는 학생들 간에 경

쟁심보다 공동 학습을 촉진시키는 역할을 할 수 있다 .

그러나 현재의 일선 수업현장에서는 문제 해결에만 관심을 보일 뿐 문제 제

기에 대해서는 거의 관심을 갖고 있지 않다 . 교사와 학생은 단지 산이 거기에

있으니까 올라간다고 하는 것처럼, 그저 문제가 있으니까 해결한다는 입장을

취하고 있다 . 그들은 주어진 문제가 어디에서 나왔는지 알아보려고 하지 않는

것은 물론 문제가 어떻게 다르게 형식화될 수 있는지를 알려고 하지 않는 것

이 보통이다 .
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따라서 학생들의 오류 (특히 이해의 오류)를 줄이기 위한 방법으로 문제 제기

를 제안하고자 한다 . 즉 문제를 해결하기 위한 수단으로 문제 제기를 제안하고

자 하는 것이다 . 학생들은 주어진 문제를 접했을 때 문제 제기를 함으로써 관

련된 내용으로부터 과거와는 전혀 다른 새로운 관점을 얻을 수 있으며, 그 내

용으로부터 새로운 아이디어를 생각할 수 있게되고, 수학에 보다 친근함을 느

끼게 되며, 수학에 대한 자신감을 가질 수 있게되어 이러한 경험을 바탕으로

하여 다른 문제가 주어졌을 때 그 문제에 대한 이해를 높일 수 있고 나아가

이해의 오류를 줄일 수 있으리라고 생각한다 .

2) 전략선택의 오류의 경우

Polya의 문제해결 과정 4단계에서 반성의 단계는 학생들이 문제해결을 통해

학습할 수 있는 결정적인 기회를 제공하는 가장 중요한 활동이라고 생각한다 .

그러나, Kantow ski(1977)는 교사가 반성하기를 강조하면서 지도하였음에도 불

구하고 풀이를 반성하는 습관이 형성되었다는 증거는 거의 찾아 볼 수 없었다

고 보고하고 있다 . 즉 학생들은 반성하는 습관을 획득하기를 어려워한다는 것

이다 . 일선학교에서 학생들로 하여금 반성하는 습관을 기르도록 지도하는 것은

쉬운 일이 아니다 . 풀이 과정을 평가할 수 있는 시험이 없는 데다 정해진 수업

내용 (교육과정)을 지도해야 한다는 의무감이 앞서고 학생들이 예상과 달리 사

고의 혼란을 일으키기도 하기 때문이다 . 그럼에도 불구하고 반성하는 습관은

매우 중요하다 .

많은 문제가 이전의 풀이로부터 유추에 의해 해결되는 경우가 많다 . 훌륭한

문제해결자는 문제해결 결과와 그 구체적인 풀이 방법을 매우 중요하게 다루

어야 한다 . 이렇게 함으로써 다른 문제를 해결할 때 전에 풀어본 문제로 관련

된 문제에 무엇이 있는지를 생각하여 그것을 활용할 수 있는지, 그 결과를 활

용할 수 있는지, 그 방법을 활용할 수 있는지, 어떤 보조요소를 도입하면 그것

을 활용할 수 있는지를 생각해 낸다면 새롭게 주어진 문제의 해결에 많은 도
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움이 될 것이다 . 그러나 현재 일선 학교 수업 현장에서는 결과를 얻어내어 답

을 맞추는 것에만 급급한 나머지 문제해결을 통해 학습을 증진시킬 수 있는

방법에 대해서는 무관심하다 .

문제해결 능력의 발달은 자기가 푸는 문제에 주의를 집중하고 반성하는 데에

의존하며, 일반적인 문제를 설정하여 그것을 풀어보는 것은 문제해결 능력의

개발에 도움이 된다고 생각한다 . 따라서 현실적으로 여러 가지 어려운 상황에

도 불구하고 학생들의 오류 (특히 전략선택의 오류)를 줄이기 위한 방법으로 어

떤 문제를 해결할 때 반성의 단계를 활용하여 문제상황을 개발하고 탐구하도

록 하며, 문제를 확장하여 일반화하도록 하며, 해를 일반화하도록 하며, 문제

풀이 과정을 일반화하도록 하며, 자기 반성 태도를 개발하도록 할 것을 제안하

고 싶다 .

3) 처리기술의 오류의 경우

일반적으로 답을 구하는 문제에서 그 중요 부분은 미지의 것, 자료, 조건이며

증명하는 문제에서는 그 중요 부분을 가정과 결론으로 볼 수 있다 . 그러나 이

는 문제의 구성요소를 너무 단순하게 파악한 것이다 . 흔히 수학 문제에서는 연

산 및 조작이 문제를 해결하는 결정적인 단서가 되기도 한다 . 또한 수학 문제

이외의 문제에서는 연산 및 조작의 역할이 더욱 크다고 할 수 있다 . 예를 들어

다음과 같은 문제를 풀기 위해서는 저울에 무게를 재는 조작의 암시적 성질,

즉 저울을 한 번 사용할 때마다 나오는 결과는 두 가지가 아니라 세 가지라는

사실을 알아야만 한다 .

여기에 24개의 금화가 있다. 이 중 23개는 무게가 같고 나머지 하나는

다른 것보다 무겁다고 한다. 어느 금화가 무거운 것인지 가려내는데 양팔

저울을 되도록 적게 사용하고 이것을 알아내는 방법을 말해보아라.
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따라서 문제해결자가 문제를 접했을 때 주의를 기울여야 하는 문제의 주된

구성 요소에는 연산 및 조작이 반드시 포함되어야 하며 교사는 이를 학생에게

주지시켜야 한다 . 결국 문제를 파악할 때 문제의 주된 구성요소로 그 문제를

해결하기 위한 연산 및 조작에는 무엇이 있는지를 파악하게 함으로써 문제해

결자가 범하는 처리기술의 오류를 줄일 수 있다고 생각한다 .

또한 학생이 몇 줄이나 되는 긴 계산을 했을 때 마지막 줄을 보면 계산이 틀

린 것을 알게되지만 교사는 곧바로 틀렸다고 말하는 것을 삼가 하고 그 학생

과 한 줄 한 줄씩 검토하면서 계산의 오류를 학생 스스로 발견하게 하여야

한다 . 그 과정에서 그는 어떤 것을 배우게 된다 . 그러나 단번에 이것은 틀렸

다 고 말해 버린다면 그 학생은 화가 나게 될 것이며 그 후에 교사가 말하는

것에 주목하려 들지 않을 것이다 . 이것은 틀렸다 라는 말을 너무 자주 하게 되

면 그 학생은 수학교사와 수학을 싫어하게 될 것이고 교사의 모든 노력은 그

학생에게 관한 한 실패할 것이다 . 틀렸다 라고 말하는 대신 가능하면 옳다 . 그

러나 라고 서두를 꺼낸다면 이는 위선적인 행동이라기보다는 오히려 인

간적인 행동이다 . 결국 억지로 강요하지 말고 제안하는 방법이 학생들이 계산

의 오류를 발견하게 하는 좋은 방법이라고 생각한다 .

따라서 학생들의 오류 (특히 처리기술의 오류)를 교정하는 좋은 방법은 문제

를 파악할 때 문제의 주된 구성요소로 그 문제를 해결하기 위한 연산 및 조작

에는 무엇이 있는지를 파악하게 함으로써 문제를 어떻게 풀어야 할지를 생각

하도록 하고, 또한 억지로 강요하지 말고 제안함으로서 학생 스스로 오류를 발

견하여 이를 수정하도록 하는 방법을 제안하고 싶다 .

B . 제언

본 연구의 과정에서 나타난 결과를 바탕으로 부족함과 제한점을 보완하여 보

다 좋은 후속연구를 위하여 다음의 제언을 하고자 한다 .
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첫째, 본 연구에서는 인문계고등학교 1학년 학생을 대상으로 이차방정식과

부등식 영역만으로 한정하여 오류의 유형을 분석하였는데 다른 대상이나 다른

수학의 영역에서도 구체적 연구가 필요하다 .

둘째, 약정 방법 (Protocol Methods)에서 면담 기술을 좀더 연구하여 학생들의

내적인 인지적 활동을 좀더 확실히 파악할 필요가 있으며, 학생들의 인지과정

의 본질과 구조를 명시할 필요가 있다 .

셋째, 면담을 실시함에 있어 임상연구의 대상이 되는 학생들의 수를 좀더 늘

려서 더 많은 프로토콜을 작성하여 파악할 필요가 있다 .
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T he purpose of this thesis is to analyze the types and causes of error s happening

in the process of solving quadratic equation and inequality of high school student s.

Moreover , w e offer basic materials to improve the skills to solve problems by

examining correction process.

We set up three stages. T he fir st is to classify the types of error s in the process of

solving quadratic equation and inequality . T he second is to point out the causes of

error s. Finally We offer the proper correction process for the error s.

T he following are the results of this thesis :

After interviewing three student s of D High School to find out the correction process

of error s, the verbal protocol in chapter five and the written protocol given as an index

are established, and all of the three student s successfully solved the problem as they

w ere given cognitive questions that made them think in flexible ways. Accordingly , if

Polya ' s four - stage strategy is explained in detail for student s to solve specific

problems, the student s are surely helped to solve them by being familiar with the

names of the stages . In other words, if we teach them the strategy not as a mere

technique to solve a problem but as a genuine learning method, the student s can avoid

much error s as they are being helped by simple mentioning of the names and by the

association of the strategy .

Moreover , among the types of error s , we w ant to suggest the following to link the

- 110 -



error in understanding, the error in the choice of strategy , the error in managing skill

to the stages of problem posing, reflection, operation and manipulation.

1) In the case of error in understanding : When students are given problems, they

can obtain a totally new point of view by doing problem posing , get a new idea, be

familiar with mathematics, and have confidence in themselves. Based on the experience,

they can show better understanding in another problem, and naturally , the possibility of

error will decrease. T herefore, we suggest problem posing as a w ay of diminishing

student s ' error s (especially in understanding).

2) In the case of error in the choice of strategy : T he improvement of ability of

solving problems depends on the degree of concentration and reflection upon the

problems student s are given, while setting up general problems and solving them can

develop the ability of solving problems it self. T herefore, in spite of several practical

difficulties, w e insist that student s, making the most u se of reflection stage, develop

problematic situations , study them, generalize them, generalize the solution , and

generalize the process of solving problems to reduce error s in their performance.

3) In the case of error in managing skill : Operation and manipulation often play a

role as the definite clue in solving problems. T he desirable way of correcting student s '

error is to let them find out the major operation and manipulation for the specific

problem, and encourage them to think over it . In addition , teachers are expected to

avoid an immediate judgment on the answer of the problem a student just finished

with many lines of demonstration, though they know the answers might be wrong.

Rather , teachers are requested to help the student find out the error by himself,

examining the problem in detail with him. In the process, the student will get the

point . T herefore, we teachers should not force student s to find out answers, but

suggest helpful w ays for them to discover error s and correct them by themselves.

* A t hes i s submi t t ed t o t he Commi t t ee of t he Gr aduat e School of Kor ea

Nat i ona l Uni ver s i t y of Educa t i on i n Par t i a l Fu l f i l l ment of t he r equ i r ement

for t he degr ee of Mas t er of Educat i on i n Febr uar y , 2000.
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오류검사지 (부록 A )

1) 본 검사는 여러분이 방정식과 부등식에 대해서 어느 정도 이해하고 있는

지를 알아보기 위한 것으로서 , 검사의 결과는 공개되지 않으며 , 단지 수학

교육 개선을 위한 연구의 목적에 사용하기 위하여 실시합니다 . 문제를 잘

읽고 최선을 다하되 부담 없이 해결하여 주기 바랍니다 .

2) 연습지 없이 직접 풀이과정과 답을 문제지 에 적어 넣기 바라며 , 만일 오

류가 발생되었을 때는 지우거나 알아보지 못하게 없애버리지 말고 두 줄

로 그어 삭제의 뜻을 표시하고 계속해서 해결하기 바랍니다 . 또한 여러분

의 생각을 모두 문제지 에 기록하여주기 바랍니다 . 틀려도 상관없습니다 .

3) 문제해결과정에서 힌트를 요구하지 말고 마지막 해를 분명히 대답해 주기

바랍니다 .

4) 본 검사의 문항 수는 13문항이고 , 시간은 50분입니다 .

한국교원대학교 대학원 수학교육과

# # # 본 검사를 실시하여 주셔서 대단히 감사합니다 . # # #

( )고등학교 ( )학년 ( )반 ( )번 이름 ( )
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1. 다음 방정식을 만족하는 x 의 범위를 구하여라 .

(1) {x }2 - 3 {x } + 2 = 0(단 , n - 1
2

x n + 1
2
일 때{x }= n )

2. x 에 대한 이차방정식 x 2 - 2( k - a)x + k 2 + a 2 - b + 1 = 0 이 k 의 값에 관계

없이 중근을 가질 때, a , b 의 값을 구하여라 .

3. y = x 2 + ( m + 1)x + 2 m - 1 이 x 축과 접하도록 m 의 값을 구하여라.

4. 오른쪽 그림과 같이 하나의 직사각형을 네 개

의 직사각형으로 나누었더니, 세 직사각형의 넓

이가 각각 45 , 35 , 14가 되었다 . S 의 넓이를 구

하여라

5. 넓이가 각각 6cm 2 , 8cm 2 , 12cm 2 인 직사각

형모양의 종이 두 개씩을 가지고, 그림과

같은 직육면체모양의 상자를 만들 수 있었

다 . 이 상자의 부피를 구하여라

6. 어떤 직사각형의 둘레의 길이는 2a, 대각선의 길이는 b, 넓이는 c 일 때 이 직

사각형의 가로, 세로를 두 근으로 하는 이차방정식은?
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7. 이차방정식 3x 2 - 4x - 2 = 0 의 두 근을 , 라 할 때 + , 를 두 근

으로 하는 이차항의 계수가 1인 이차방정식을 만들어라.

8. 이차방정식 f (x ) = 0 의 두 근을 , 라고 할 때 + = 1을 만족한다 . 방정

식 f (2x - 1) = 0 의 두 근의 합을 구하여라.

9. 이차부등식 x 2 + 2x - 15 0을 풀어라 .

10. 세 변의 길이가 x , x + 1, x + 2 인 삼각형이 있다. 이 삼각형이 둔각삼각형

이 되도록 x 의 정수 값을 구하여라.

11. 모든 실수 x 에 대하여 부등식 ( a 2 - 1)x 2 + ( a - 1)x + 1 > 0 이 성립할 때, 실

수 a 의 범위를 구하여라 .

12. 부등식 ( a + 2)x 2 + 2x + a 0 이 x 의 모든 실수에 대하여 성립하도록 a 의

범위를 구하여라 .

13. x 에 대한 이차부등식 f (x ) 0 의 해가 - 1 x 2 일 때, 부등식

f ( - x + 1999) 0 의 해집합을 구하여라 .
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교정검사지 (부록 B )

1. 다음 부등식을 만족하는 x 의 범위를 구하여라 .

2[x ] 2 - 9 [x ] + 4 0 (단, 정수 n 에 대하여 n x n + 1 일 때, [x ] = n )

2. x 에 대한 이차식 x 2 + 2ax + ( ka - 2k + b) 가 k 의 값에 관계없이 완전제곱

식이 되도록 a , b 의 값을 구하여라 .

3. 이차방정식 f (x ) = 0 의 두 근의 합이 4 일 때, 방정식 f ( - x + 2) = 0 의 두

근의 합을 구하여라 .

4. 세 변의 길이가 2 , 3 , x 인 삼각형이 있다 . 이 삼각형이 예각삼각형이 되도

록 x 의 값의 범위를 구하여라.

5. ( a - 1)x 2 - 2 ( a - 1)x 가 x 의 모든 실수 값에 대하여 - 1보다 클 때, 실수

a 의 범위를 구하여라 .
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검사 설명서 (부록 C )

1) 본 검사는 학생들의 문제해결 능력을 파악하여 학습 지도에 활용하기 위하여

실시합니다 . 부담 없이 문제를 해결하여 주기 바랍니다.

2) 문제해결과정에서 학생들 자신의 생각을 말로 하면서 해결하여 주기 바랍니

다. 학생들은 각 문제를 해결하기 직전에 어떤 방법으로 문제를 해결할 것인

지 표현하여 주기 바랍니다 .

3) 연습지 없이 직접 해결합니다. 만일 오류가 발생되었을 때는 두 줄로 긋고 계

속해서 해결합니다. 문제지가 더 필요하면 요구하여도 됩니다.

4) 해결과정에서 선생님이 질의를 하면 사고하고 있는 그대로를 대답해주기 바

랍니다.

5) 문제해결 과정에서 힌트를 요구하지 말고 마지막 해를 분명히 대답해주기 바

랍니다 .

6) 모든 검사가 끝났을 때, 다른 학생들에게 문제를 설명해서는 안됩니다 .

# # # 본 검사를 실시하여 주셔서 대단히 감사합니다 . # # #
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연구자의 면담자료 (부록 D )

⊙ 문제 의식

1) 검사 설명서를 읽었는가?

2) 문제를 읽고 풀이를 구상하여보아라 .

3) 문제를 이해하는가?

4) 문제를 풀 수 있겠는가?

⊙ 문제 이해

5) 구하고자하는 것은 무엇인가?

6) 중요한 자료와 조건은 무엇인가?

7) 조건은 만족될 수 있는가?(잠정적인 답이나 추측을 기대하는 경우)

8) 조건은 미지의 것을 결정하기에 충분한가, 또는 불충분한가, 또는 과다한가,

또는 모순되는가?

9) 그림을 그려보아라 . 적절한 기호를 붙여라

10) 조건을 여러 부분으로 분해하라 . 그것을 써서 나타낼 수 있는가?

11) 다르게 표현할 수 있는가?

12) 관련된 수학적 정의나 정리를 이해하는가?

13) 네가 이해한 대로 자신의 말을 사용하여 문제를 진술하여 보아라.

⊙ 계획 수립

14) 관련이 있는 문제나 유사한 문제를 접해본 일이 있는가?

15) 관련된 문제를 알고 있는가? 유용하게 쓰일 수 있을 듯한 어떤 정리를 알고

있는가?

16) 미지인 것을 살펴보아라 ! 친숙한 문제 중 미지인 것이 같거나 유사한 문제를

생각해 보아라.

17) 관련된 문제로 전에 풀어 본 일이 있는 문제가 있다면 그것을 활용할 수 있
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을까? 그 결과를 활용할 수 있을까? 그 방법을 활용할 수 있을까? 어떤 보조

요소를 도입하면 그것을 활용할 수 있을까?

18) 다른 관점이나 표현은? 문제를 달리 진술할 수 있을까? 좀더 다르게 진술할

수 있을까? 정의로 되돌아가 보자.

19) 제일 먼저 해야할 일이 무엇인가?

20) 만일 제기된 문제를 풀 수 없다면, 먼저 어느 정도 그와 관련된 문제를 풀어

보아라 . 보다 접근하기 쉬운 관련된 문제를 생각해 낼 수 있는가? 보다 일반

적인 문제는? 보다 특수한 문제는? 유사한 문제는? 문제를 부분적으로 풀 수

있는가? 조건 가운데 일부분만 남기고 다른 것은 버려보아라 . 그랬을 때 미

지인 것은 어느 정도까지 정해지는가? 자료로부터 무언가 유용한 것을 이끌

어 낼 수 있을까? 미지인 것을 결정하는 데 적절한 다른 자료를 생각해 볼

수 있을까? 새로운 미지인 것과 새로운 자료가 서로 보다 더 가깝게 되도록

하기 위해서 미지인 것이나 자료 또는 필요하다면 두 가지 다 변형할 수 있

을까? 변형하고 일반화하면?

21) 자료는 모두 사용했는가? 조건을 모두 사용했는가? 문제에 포함된 핵심적인

개념은 모두 고려했는가?

22) 적절한 자료를 선정하여라 . 필요하다면 새로운 자료를 만들어라 .

23) 어떤 방법으로 풀겠는가?

24) 계획이 옳은가?

⊙ 계획 실행

25) 자료와 미지의 것 사이의 관련성을 찾아보아라.

26) 자료조작을 위한 알고리즘을 구성하여라 .

27) 풀이계획을 실행하고 매 단계를 점검하여라.

28) 각 단계가 올바른지 명확히 알 수 있는가?

29) 그것이 옳다는 것을 증명할 수 있는가?
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30) 그렇게 하는 이유는?

31) 무엇을 하고 있는가?

32) 다른 방법으로 생각해 보았는가?

33) 그것이 뜻하는 것이 무엇인가?

34) 처음 주어진 정보에서 새로 출발하여보아라.

35) 그 문제를 푸는 방법은 단 한 가지인가?

36) 왜 옳지 않다고 생각하는가?

37) 결과가 옳은가?

38) 맞는다고 확신하는가?

⊙ 반 성

39) 결과를 점검할 수 있는가?

40) 자료의 활용은 적절하였는가?

41) 주어진 조건에 맞는가?

42) 결과를 다른 방법으로 이끌어 낼 수 있는가? 그것을 한 눈에 알 수 있는가?

43) 다른 풀이 방법은 없는가?

44) 결과나 방법을 어떤 다른 문제에 활용할 수 있는가?

45) 유사한 문제를 만들어 보자 .
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쓰여진 약정 (부록 E )

⊙ D고교 37번 학생의 쓰여진 약정 (Written protocol)
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⊙ D고교 24번 학생의 쓰여진약정 (Written protocol)
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⊙ D고교 15번 학생의 쓰여진약정 (Written protocol)
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